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Resumen
Desde el descubrimiento realizado por Stephen Hawking en la de´cada de los 70
sobre la radiacio´n te´rmica de los agujeros negros, la termodina´mica de agujeros
negros se ha vuelto un activo campo de investigacio´n en la f´ısica teo´rica, por ser
la primera prediccio´n (en un contexto semi-cla´sico) entre la relatividad general y la
teor´ıa cua´ntica de campos.
En esta tesis, se estudia la influencia de los campos escalares en la termodina´mica
de agujeros negros cargados en D = 4 dimensiones. Por un lado, dilucidamos el rol
que juegan las cargas escalares en la primera ley de la termodina´mica, usando el
formalismo cuasilocal de Brown y York, basado en un correcto principio variacional,
y proveemos una serie de ejemplos concretos en los que aplican nuestros resultados.
Por otra parte, estudiamos la estabilidad termodina´mica de soluciones exactas
de agujeros negros ele´ctricamente cargados y acoplados a un campo escalar con una
auto-interaccio´n no trivial, las cuales pueden ser puestas en teor´ıas de supergravedad.
Mostramos expl´ıcitamente que, cuando el espaciotiempo en que esta´n inmersos es
asinto´ticamente plano, estos pueden estar en un equilibrio termodina´mico estable.
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Contribuciones
Los cap´ıtulos 3, 4 y 5 de esta tesis esta´n basados en los trabajos publicados [1] y
[2], y un tercero que, estando en etapas finales, sera´ publicado pronto.
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Convenciones
En f´ısica teo´rica, es u´til trabajar en el sistema de unidades naturales, en el cual los
valores nume´ricos de las constantes fundamentales son iguales a 1. En los cap´ıtulos 1 y
2, por claridad, se ha decidido mantener las constantes f´ısicas intactas. En cambio, en
los cap´ıtulos posteriores, la constante de gravitacio´n universal, la velocidad ma´xima
de propagacio´n para la informacio´n (velocidad de la luz), la constante de Planck y
la constante de Boltzmann, sera´n fijadas GN = c = ~ = kB = 1, respectivamente.
La permitividad ele´ctrica del vac´ıo se tomara´ como 0 =
1
4pi
, tal que la constante de
Coulomb ke = (4pi0)
−1 = 1. En tal caso, la ley de Gauss para el campo ele´ctrico ~F
sobre una superficie esfe´rica en infinito es
1
4pi
∮
s2∞
~F · d ~A = Q
donde Q es la carga f´ısica. En ocasiones, se considera´ tambie´n cargas magne´ticas P ,
y usaremos formas diferenciales, tal que las cargas, ele´ctrica y magne´tica, son1
Q =
1
4pi
∮
s2∞
?F , P =
1
4pi
∮
s2∞
F
donde F = 1
2
Fµν dx
µ ∧ dxν , ?F ≡ 1
4
√−gF µνµναβ dxα ∧ dxβ, en teor´ıas de Einstein-
Maxwell definidas en el espaciotiempo M con la me´trica gµν , dadas por la accio´n
I =
1
2κ
∫
M
d4x
√−g (R− FµνF µν)
donde κ = 8piGN/c
4 = 8pi.
1Puesto que las ecuaciones de Maxwell pueden escribirse como dF = 0 y d(?F ) = 0, las cargas
f´ısicas resultan de la integracio´n de ellas.
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Cap´ıtulo 1
Introduccio´n
Un agujero negro podr´ıa verse como una part´ıcula elemental en el sentido de que,
despue´s del colapso gravitacional de estrellas masivas, so´lo un pequen˜o conjunto
de para´metros lo caracteriza, t´ıpicamente su masa M , momento angular J y carga
ele´ctrica Q, cantidades que tambie´n son cargas conservadas que esta´n protegidas por
una ley de Gauss en la regio´n asinto´tica. La existencia de estos para´metros es de gran
importancia puesto que, desde el descubrimiento de que los agujeros negros emiten
radiacio´n te´rmica, realizado por S. Hawking en 1974 [3], es ampliamente aceptado
que los agujeros negros son sistemas termodina´micos y, en consecuencia, las leyes
de la meca´nica de agujeros negros [4], que tienen un origen geome´trico, son en su
derecho propio leyes termodina´micas.
Las cantidades conservadas aparecen en la primera ley de la termodina´mica de
agujeros negros estacionarios
dE = TdS + ΦdQ+ ΩdJ, (1.1)
donde E = Mc2, T es la temperatura de Hawking, S es la entrop´ıa de Bekenstein-
Hawking [5], proporcional con el a´rea A de la superficie del horizonte de eventos del
agujero negro
S =
(
kBc
3
~GN
)
A
4
, (1.2)
mientras que Φ es la diferencia de potencial electrosta´tico entre el horizonte de even-
tos y el infinito, y Ω la velocidad angular del agujero negro. Todas estas cantidades
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juegan un papel clave en el comportamiento termodina´mico de los agujeros negros.
En este sentido, un agujero negro esta´ muy lejos de ser considerado una part´ıcula
elemental. Concretamente, la existencia de la entrop´ıa de Bekenstein-Hawking es un
indicador fuerte de que existen estados microsco´picos que dan lugar a la entrop´ıa
de los agujeros negros. Estos microestados esta´n intr´ınsecamente conectados con la
naturaleza cua´ntica del campo gravitacional, y so´lo una teor´ıa cua´ntica de la grave-
dad puede explicar con exactitud do´nde esta´n, y co´mo son, los grados de libertad
que dan lugar a esta entrop´ıa. Al respecto, se han realizado ciertos progresos en el
contexto de teor´ıas de cuerdas [6–8].
Otros para´metros asociados a la estrella antes del colapso gravitacional, como su
composicio´n qu´ımica, su espectro electromagne´tico o los campos magne´ticos cerca
de su superficie, entre otros, quedan ocultos detra´s del horizonte de eventos. Esta
es la esencia del teorema de no-pelo propuesto originalmente [9]. Un agujero negro
u´nicamente quedar´ıa descrito por su masa, carga ele´ctrica y su momento angular.
La construccio´n de soluciones caracterizadas por otros para´metros, por ejemplo, so-
luciones no-abelianas de las ecuaciones de Einstein-Yang-Mills [10, 11], sin embargo,
cuestionaron la validez de la conjetura inicial. Un nueva versio´n del teorema de no-
pelo se propuso [12], considerando otras hipo´tesis y asunciones (para una agradable
revisio´n sobre este to´pico, vea, por ejemplo, [13]).
Las soluciones de agujeros negros acopladas a un campo escalar existen siempre
que una o ma´s suposiciones del teorema de no-pelo sea evadida. En este contexto, a
estos agujeros negros les llama agujeros negros con pelo o hairy black holes, en ingle´s.
En esta tesis, estudiamos principalmente soluciones exactas de agujeros negros
en D = 4 dimensiones, ele´ctricamente (y magne´ticamente) cargados, acoplados con
campos escalares reales, sin y con auto-interaccio´n.
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Los campos escalares se estudian en la relatividad general por un nu´mero de
razones. En primer lugar, constituyen una de las formas ma´s simples de materia y
su estudio constituye un primer acercamiento al estudio de sitemas ma´s complejos.
Remarcablemente, la existencia de campos escalares, en particular el campo de Higgs,
cuenta ahora con evidencia experimental [14, 15], y otros campos escalares podr´ıan
tambie´n existir en la naturaleza. En este sentido, los campos escalares juegan un
rol importante en f´ısica de part´ıculas y de altas energ´ıas. Los campos escalares son
usados en algunos modelos para entender, por ejemplo, la naturaleza de la energ´ıa
oscura y la materia oscura [16]. Adema´s, desde hace unas de´cadas son considerados
en varios modelos de inflacio´n [17, 18]. Por otra parte, los campos escalares pueden
usarse para construir teor´ıas efectivas.
Un campo escalar que aparece naturalmente en el contexto de la teor´ıa de cuerdas
en el l´ımite de bajas energ´ıas es el dilato´n[19], que figura acoplado no trivialmente a
otros campos. Ya que la teor´ıa de cuerdas es una teor´ıa fundamental, es importan-
te entender la influencia de estos campos escalares en sistemas gravitacionales, en
particular, en la f´ısica de agujeros negros y en su comportamiento termodina´mico.1
Uno podr´ıa preguntar si la existencia campos escalares en teor´ıas gravitacionales,
como el dilato´n, introduce una nueva constante de integracio´n en la solucio´n. Resulta
que los campos escalares que estudiaremos en esta tesis, esta´ticos y sime´tricamente
esfe´ricos, constituyen un pelo secundario, es decir, no aportan con una constante de
integracio´n independiente a la solucio´n y, por ello, no tienen una carga conservada
asociada. En teor´ıas de cuerdas, el acoplamiento de las cuerdas es dado por un
para´metro adimensional gs que es controlado por el valor de expectacio´n del dilato´n,
mediante gs = e
〈φ〉. Variar el valor del campo al infinito, φ∞ equivale a cambiar las
constantes de acoplamiento de la teor´ıa y entonces podemos considerar diferentes
teor´ıas para una misma configuracio´n de agujero negro. Esta consideracio´n modifica
la primera ley con un te´rmino extra, asociadas al campo escalar, que, sin embargo,
con contiene cargas conservadas. En el cap´ıtulo 3, exploramos de nuevo este desaf´ıo
y contribu´ımos dilucidando el papel que juegan las cantidades asociadas al campo
escalar en la primera ley de la termodina´mica de agujeros negros. En el cap´ıtulo
1Los campos escalares pueden tambien condensarse para formar objetos compactos suaves y
sin horizonte, las llamadas ‘estrellas de bosones’, por ejemplo, en espaciotiempos asinto´ticamente
planos [20], y en espaciotiempo asino´ticamente AdS [21], [22], [23]
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4 ofrecemos una serie de ejemplos concretos donde verificamos nuestros resultados
previos.
Desde una perspectiva f´ısica, puede parecer sorprendente la existencia de campos
de materia que, en el re´gimen esta´tico (despue´s de un tiempo infinito tras el colap-
so), coexisten en equilibrio alrededor del agujero negro. Una pregunta natural es si
aquel equilibrio es estable frente a perturbaciones meca´nicas y termodina´micas. En
el cap´ıtulo 5, estudiamos detalladamente estas u´ltimas para un conjunto de agujeros
negros cuyo campo escalar experimenta una interaccio´n no trivial consigo mismo.
Nos enfocaremos mayormente en teor´ıas de Einstein-Maxwell-dilato´n cuya accio´n
gravitacional tiene la forma
I =
1
2κ
∫
M
d4x
√−g
[
R− eγφFµνF µν − 1
2
∂µφ∂
µφ− V (φ)
]
(1.3)
donde Fµν = ∂µAν − ∂νAµ es el campo de Maxwell, Aµ el potencial de gauge, y φ es
el dilato´n con su potencial no trivial V (φ).
La organizacio´n de esta tesis es entonces la siguiente. En el cap´ıtulo 2, revisaremos
el principio de accio´n basado en en la formulacio´n lagrangiana de la relatividad
general, de donde derivan las ecuaciones de campo. Tambie´n discutiremos algunos
elementos importantes en la termodina´mica de agujeros negros, y mostraremos una
manera computacionalmente simple de obtener la temperatura de Hawking.
En el cap´ıtulo 3, presentaremos la formulacio´n variacional de teor´ıas de Einstein-
Maxwell-dilato´n en espaciotiempos asinto´ticamente planos, cuando el valor asinto´tico
del campo escalar no esta´ fijo. Obtenemos te´rminos de borde compatibles con el
principio de acio´n, y calculamos la actio´n gravitacional y el correspondiente tensor
de Brown-York. Mostramos que la energ´ıa tiene una nueva contribucio´n que depende
del valor asinto´tico del campo escalar y discutimos el rol de las cargas escalares en
la primera ley de la termodina´mica. Tambie´n extendemos nuestro ana´lisis a agujeros
negros con campo escalar en espaciotiempos asinto´ticamente Anti-de Sitter. En el
cap´ıtulo 4, verificamos los resultados previos para distintas teor´ıas.
En el cap´ıtulo 5, presentamos un ana´lisis detallado de la termodina´mica de solu-
ciones exactas asinto´ticamente planas de agujeros negros con campo escalar en una
teor´ıa de Einstein-Maxwell-dilato´n. Calcularemos la accio´n regularizada, el tensor de
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estre´s cuasilocal y las cargas conservadas usando el me´todo de contrate´rminos. En
presencia de un potencial dilato´nico no trivial que se anula en el borde, probamos que,
para un cierto rango de para´metros, existen agujeros negros termodina´micamente es-
tables en los ensambles cano´nico y gran cano´nico. Concluimos con una interpretacio´n
f´ısica de los resultados.
Cap´ıtulo 2
Los agujeros negros: principio de
accio´n y termodina´mica
2.1. El principio de accio´n en gravedad
Consideremos que el espaciotiempo esta´ descrito por un nu´mero de campos, por
simplicidad, el campo gravitacional, dado por las componentes de un tensor de rango
2 veces covariante gµν , y una coleccio´n de campos de materia φi.
La accio´n I es un funcional de los campos y es una cantidad construida con
invariantes, es decir, independientes de sistemas de coordenadas,
I [gµν , φi] =
1
2κ
∫
M
d4x
√−g (R− Lm) (2.1)
donde R ≡ gαβRµαµβ es el escalar de curvatura (de Ricci), contru´ıdo mediante con-
tracciones de las componentes del tensor de curvatura (de Riemann)Rµναβ. Entonces,
R contiene primera y segundas derivadas de la me´trica. Lm es la densidad lagrangia-
na para los campos de materia y energ´ıa, es decir, Lm = Lm (φi, ∂µφi). La constante
κ = 8pi ya que estamos considerando un sistema de unidades donde GN = 1, c = 1,
tal que trabajamos con una u´nica dimensio´n fundamental, por ejemplo, masa [M ].
El principio de accio´n establece que asumira´n aquellos campos (gµν , φi) alrededor
17
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de los cuales la accio´n sea un extremo, es decir,
δI =
(
δI
δgµν
)
δgµν +
(
δI
δφi
)
δφi = 0 (2.2)
donde δgµν y δφi son funciones pequen˜as y arbitrarias de las coordenadas x
µ. Realizar
la variacio´n de la accio´n (2.1) equivale a realizar la variacio´n sobre las cantidades√−gR y √−gLm(φi, ∂µφi).
Para el ca´lculo de la variacio´n del determinante de la me´trica, la fo´rmula de
Jacobi,
δ
√−g = −1
2
√−ggµνδgµν
es particularmente u´til y puede seguirse, a grandes rasgos, considerando la identidad
δ(detM) = (detM) Tr (M−1δM), donde M representa la matriz con elementos gµν
tal que detM = g, y Tr (M−1δM) = gµνδgµν . Por una parte, tenemos entonces que
δ
(√−gR) = √−g(Rµν − 1
2
gµνR
)
δgµν +
√−ggµνδRµν (2.3)
y, por otra parte, tenemos que
δ
(√−gLmat) = − 1
2
√−g Tµν δgµν +
√−g
[
∂Lm
∂φi
− 1√−g∂µ
(
∂Lm
∂(∂µφi)
)]
δφi
+ ∂µ
[√−g ∂Lm
∂(∂µφi)
δφi
]
(2.4)
No´tese que el tensor de energ´ıa-momento es definido como
Tµν := gµνLm − 2
(
∂Lm
δgµν
)
(2.5)
Poniendo todo junto, observamos que
δI =
1
2κ
∫
M
d4x
√−gEµνδgµν +
∫
M
d4x
√−gLiδφi (2.6)
+
1
2κ
∫
M
d4x
√−ggµνδRµν +
∫
∂M
d3x
√
|h| ∂Lm
∂(∂µφi)
δφi
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donde Eµν := Rµν− 12gµνR−κTµν y Li := ∂Lm∂φi − 1√−g∂µ
[
∂Lm
∂(∂µφi)
]
. Puesto que δgµν 6= 0
y δφi 6= 0, por ser arbitrarias, el principio de accio´n δI = 0 esta´, en parte, garantizado
siempre que Eµν = 0 y Li = 0. Estas son las ecuaciones de Einstein
Rµν − 1
2
gµνR = κTµν (2.7)
y las ecuaciones de Euler-Lagrange para los otros campos de materia,
∂Lm
∂φi
− 1√−g∂µ
[
∂Lm
∂(∂µφi)
]
= 0 (2.8)
Los te´rminos en la segunda l´ınea de (2.6) son de naturaleza diferente. Por ejemplo,
δRµν no puede ser puesto en te´rminos de δgµν , mientras que el u´ltimo te´rmino es
una integral de superficie, o un te´rmino de borde1. El principio de accio´n esta´ bien
definido siempre que la accio´n (2.1) este´ suplementada con te´rmino de borde. Para
anular el te´rmino δRµν , debe agregarse un te´rmino de borde conocido como el te´rmino
de Gibbons-Hawking (en el ape´ndice A se provee una revisio´n sobre este te´rmino),
que esta´ ı´ntimamente relacionada con condiciones de borde para la me´trica.
Por ejemplo, como veremos en el cap´ıtulo 3, para un correcto principio variacional,
un te´rmino de borde debe agregarse cuando el campo escalar posee un valor asinto´tico
dina´mico y diferente de cero al infinito, bajo determinadas condiciones.
1Si uno demanda que φi esta´n fijas al borde, entonces esta integral se anula automa´ticamente.
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2.2. La termodina´mica de agujeros negros
Permı´tanos realizar un repaso elemental de f´ısica estad´ıstica. Esta introduccio´n
es u´til para observar co´mo se conectan los grados de libertad de un sistema f´ısico
con las propiedades termodina´micas del mismo2. Finalmente, comentaremos sobre la
funcio´n de particio´n para sistemas gravitacionales y co´mo se conecta con la accio´n
que estudiamos en la seccio´n previa.
Imagine un sistema compuesto por un nu´mero N de part´ıculas, cada una de
las cuales puede estar en un nivel de energ´ıa dado, Ei (donde i = 0, 1, 2, . . . ,M).
Digamos que E0 es la mı´nima energ´ıa y que las dema´s esta´n ordenadas como
E0 < E1 < . . . < Ei < . . . < EM (2.9)
Si Ni el nu´mero de part´ıculas en el nivel de energ´ıa Ei, entonces
∑M
i=0Ni = N .
La probabilidad pi de que las Ni part´ıculas este´n en el nivel Ei es simplemente
pi =
Ni
N
(2.10)
y, naturalmente, suman la unidad,
∑M
i=0 pi = 1.
Desde un punto de vista f´ısico, la probabilidad de que las Ni part´ıculas este´n en
el nivel Ei debe ser una funcio´n del valor de la energ´ıa de aquel nivel y tambie´n de
una propiedad del sistema que, convenientemente, llamamos temperatura T ,3
pi ≡ f(Ei, T ) (2.11)
Por u´ltimo, asuma que la probabilidad de que Ni part´ıculas este´n en el nivel Ei
es independiente de la probabilidad de que Nj part´ıculas este´n en Ej (con i 6= j).
Bajo esta hipo´tesis, la probabilidad p de que N0 este´n con E0, N1 con E1, y as´ı
sucesivamente, es el producto de todas las respectivas probabilidades por separado.
2Esto, si bien la f´ısica estad´ıstica de los agujeros negros no es materia de la presente tesis.
3Ma´s cantidades intensivas pueden caracterizar al sistema. Para esta subseccio´n, y por simplici-
dad, u´nicamente consideramos la temperatura.
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Usando la identificacio´n (2,11), obtenemos
f
(
M∑
i=1
Ei, T
)
=
M∏
i=1
f(Ei, T ) (2.12)
donde
∑M
i=1 Ei no es la energ´ıa total del sistema, sino la suma de las energ´ıas de
cada nivel. La expresio´n ma´s simple que reproduce este resultado es
f(E, T ) =
exp (−βE)
Z(β)
(2.13)
donde β, definida positiva4, es una funcio´n u´nicamente de la temperatura del sistema
y Z(β) una funcio´n de la temperatura por determinar. Introduciendo la constante
de Boltzmann, kB ≈ 1,38 × 10−23 [J·K−1], por ana´lisis dimensional se sigue que la
funcio´n ma´s sencilla para β es
β(T ) =
1
kBT
(2.14)
La condicio´n de normalizacio´n para la probabilidad,
∑M
i=0 pi = 1, implica que
Z(β) =
M∑
i=0
exp (−βEi) (2.15)
Una expresio´n final para Z(β), que es conocida como la funcio´n de particio´n
del sistema, es posible solo conociendo los detalles sobre los niveles de energ´ıa para
un sistema f´ısico concreto. De esta manera, la funcio´n de particio´n codifica toda la
informacio´n relevante, por ejemplo, el valor de expectacio´n para la energ´ıa de una
part´ıcula o la entrop´ıa del sistema
〈E〉 = −∂ lnZ
∂β
, S ≡ −kB
M∑
i=0
pi ln pi = kB (lnZ + β 〈E〉) (2.16)
En la seccio´n previa (2.1), hemos visto el principio de accio´n en gravedad. Aqu´ı,
estamos interesados en agujeros negros como sistemas termodina´micos. Por lo tanto,
4La condicio´n β(T ) > 0 viene como consecuencia de la normalizacio´n de la probabilidad. En
otras palabras, exp(−βEi) no puede ser arbitrariamente grande para algu´n Ei, en virtud de las
desigualdades (2.9) que no imponen un ma´ximo para Ei.
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estamos interesados en determinar la funcio´n de particio´n apropiada para sistemas
gravitacionales. El objetivo es entonces mostrar brevemente co´mo se conecta la accio´n
gravitacional con la funcio´n de particio´n.
Estudiando co´mo se comportan los campos de materia en las cercan´ıas de los
agujeros negros, Hawking mostro´ que, usando la teor´ıa cua´ntica de campos, los agu-
jeros negros deben emitir part´ıculas a un ritmo constante [3], con un espectro de
emisio´n te´rmico. Para un sistema cua´ntico descrito por un hamiltoniano H, funcio´n
de particio´n es
Z = Tr
(
e−βH
)
, (2.17)
donde β = (kBT )
−1. No´tese que, por ejemplo, si |Ei〉 son autoestados con energ´ıa
Ei, es decir, H |Ei〉 = Ei |Ei〉, entonces puede seguirse fa´cilmente que
Tr
(
e−βH
)
=
∑
i
〈Ei| e−βH |Ei〉 =
∑
i
e−βEi , (2.18)
como ten´ıamos antes.
Tomemos ahora un campo escalar. En la aproximacio´n de la integral de caminos,
podemos considerar la amplitud para ir de una configuracio´n φ1 al tiempo t1 = 0 a
otra configuracio´n φ2 al tiempo t2 = t, dada por
〈φ2, t2| φ1, t1〉 =
∫
Dφ eiI[gµν ,φ], (2.19)
donde Dφ es una medida sobre el espacio del campo φ. Esta amplitud puede tambie´n
ser expresada en te´rminos del operador evolucio´n U = e−iHt/~, cuya traza es
Tr (U) = 〈φ2, t2| φ1, t1〉 =
∫
dφ 〈φ| e−iHt/~ |φ〉 (2.20)
La funcio´n de particio´n puede ser asociada con la traza del operador evolucio´n,
realizando una rotacio´n de Wick
t→ −iτ (2.21)
y evaluando τ = ~β. Mientras que t ∈ R, el tiempo imaginario τ es perio´dico,
0 < τ < ~β, como mostraremos en la pro´xima subseccio´n. Tenemos entonces la
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siguiente identificacio´n
Tr(U) =︸︷︷︸
t→−iτ |τ=~β
Tr(e−βH) = Z, (2.22)
con lo cual la funcio´n de particio´n para el sistema gravitacional es identificada como
Z =
∫ Dφ e−IE , donde IE es la accio´n en la seccio´n Euclidiana5. La relacio´n entre la
accio´n I y su versio´n euclidea IE debe ser
IE = − iI|t→−iτE . (2.23)
Ahora, debemos considerar la contribucio´n dominante en la funcio´n de parti-
cio´n gravitacional. Esta es la aproximacio´n semicla´sica (o de punto silla), en la cual
tomamos u´nicamente
Z ≈ e−IE , (2.24)
donde la accio´n es evaluada en los campos que resuelven las ecuaciones de movi-
miento (evaluacio´n “on shell”). Esto equivale a tomar los campos cua´nticos en un
background cla´sico (campos cua´nticos en espaciotiempos curvos descritos por la re-
latividad general).
Es importante comentar que la periodicidad en el tiempo imaginario τ viene
como un requerimiento de regularidad en la me´trica. Al calcular la periodicidad en
el tiempo imaginario, estamos obteniendo una temperatura.
A continuacio´n, entonces, veremos que tras la rotacio´n de Wick la me´trica de
una solucio´n adquiere una singularidad co´nica que puede ser removida proveyendo al
tiempo τ de una periodicidad que es inversa proporcional de la temperatura asociada
a la radiacio´n que emite un agujero negro.
5La rotacio´n de Wick cambia la signatura de la me´trica desde (−,+,+,+) a (+,+,+,+).
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2.3. La temperatura de Hawking
Con el descubrimiento de Hawking de la radiacio´n de los agujeros negros se inicia
la termodina´mica de agujeros negros. Como sistema gravitacional, los agujeros negros
pueden alcanzar estados de equilibrio te´rmico con el espaciotiempo.
Obtendremos la temperatura por medio del ca´lculo de la periodicidad de τ , de
acuerdo a los discutido previamente.
Desde ahora, llamaremos τE al tiempo imaginario.
Considere un elemento de l´ınea conectando dos eventos infinitesimalmente pro´xi-
mos en un espaciotiempo esta´tico descrito por una me´trica esta´tica y con simetr´ıa
esfe´rica,
ds2 = gttdt
2 + grrdr
2 + gθθ
(
dθ2 + sin2 θdϕ2
)
(2.25)
donde gtt ≤ 0. Ahora, llevemos la me´trica a la seccio´n Euclidiana, es decir, realizando
el cambio t = −iτE. En seguida, definamos la funcio´n N(r)2 ≡ −gtt, y la coordenada
R ≡ √N(r)2. Escribiendo la me´trica en la coordenada R, empleando dr2 = dR2
(N ′)2 ,
donde N ′ = dN
dr
, se obtiene
ds2 =
grr
(N ′)2
[
dR2 +R2d
(
N ′√
grr
τE
)2]
+ gθθ
(
dθ2 + sin2 θdϕ2
)
(2.26)
Escrita en esta manera conveniente, es sencillo identificar una singularidad de coorde-
nada en R = 0, muy similar a aquella que aparece en coordenadas polares dr2+r2dθ2,
donde 0 ≤ θ < 2pi, puesto que, si menor que 2pi, se forma una singularidad co´nica
(una variedad f´ısica debe ser diferenciable en cada punto).
Por lo tanto, mientras que t ∈ R, el tiempo euclidiano τE debe ser perio´dico
0 6 τE < 2pi
√
grr
N ′
∣∣∣∣
R=0
= ~β (2.27)
Esto, segu´n la discusio´n en la seccio´n previa, provee de una temperatura asociada al
horizonte de evento (R = 0↔ gtt = 0)
T =
~
2pikB
N ′√
grr
∣∣∣∣
r=r+
(2.28)
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donde r = r+ es la localizacio´n del horizonte de eventos.
Note que la definicio´n de N es tal que uno puede considerar la expresio´n positiva
o negativa, a fin de que T > 0.
La aplicacio´n ma´s trivial es el ca´lculo de la temperatura del agujero negro de
Schwarzschild, donde N(r) = c
(
1− r+
r
)1/2
, siendo r+ la coordenada del horizonte de
eventos. El resultado es
TSchw =
(
~c3
kBGN
)
1
8piM
(2.29)
Para una me´trica esta´tica del tipo ds2 = −f(r)dt2+ dr2
f(r)
+b(r)2dσ2, la temperatura
de Hawking es
T =
~
4pikB
df(r)
dr
∣∣∣∣
r=r+
(2.30)
donde f(r+) = 0 es la ecuacio´n del horizonte.
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Los campos escalares juegan un papel central en la f´ısica de part´ıculas y en la cos-
molog´ıa, y aparecen naturalmente en teor´ıas de unificacio´n en f´ısica de altas energ´ıas.
Es entonces importante entender sus propiedades generales en teor´ıas gravitacionales
acopladas a escalares (y otros campos de materia), particularmente el rol de estos
campos en la f´ısica de agujeros negros.
En particular, el dilato´n es un campo escalar que aparece en el l´ımite de bajas
energ´ıas en teor´ıas de cuerdas. Algunos de los conocimientos aceptados en la rela-
tividad general podr´ıan ser reconsiderados en este contexto. Una de las diferencias
importantes es que, contrario a fijar las condiciones de borde como en la relatividad
general, las condiciones de borde en teor´ıas de cuerdas son determinadas por valores
de expectacio´n dina´micos de los campos escalares. Una consecuencia importante e
inusual es que, para agujeros negros no extremos (T 6= 0) en teor´ıas de cuerdas, tanto
la masa como el a´rea del horizonte de eventos dependen de una forma no trivial del
valor asinto´tico de los campo escalares, φa∞ (donde a etiqueta diferentes escalares),
lo que conduce a una dra´stica modificacio´n a la primera ley de la termodina´mica de
agujeros negros[24]:
dM = TdS + ΨdQ+ ΥdP +
(
∂M
∂φa∞
)
dφa∞ (3.1)
donde Ψ y Υ son los potenciales conjugados ele´ctrico y magne´tico, y los coeficientes
de φa∞ son calculados a cargas y entrop´ıa fijas,(
∂M
∂φa∞
)
S,Q,P
= −Gab(φ∞)Σb (3.2)
Usando las notaciones de [24], Gab(φ∞) es la me´trica del espacio de los escalares y
Σa son las cargas escalares, que pueden ser obtenidas mediante expansio´n asinto´tica
(en el infinito espacial) de los campos escalares:
φa = φa∞ +
Σa
r
+O
(
1
r2
)
(3.3)
Una propuesta similar aparece en el contexto de la dualidad AdS/CFT donde, para
una solucio´n exacta de agujero negro con campo escalar que es asinto´ticamente AdS,
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se encontro´ que la primera ley deber´ıa er modificada por un par (X, Y ) conjugado
adicional de variables termodina´micas [25]:
dM = TdS + ΨdQ+ ΥdP +XdY (3.4)
Estas cantidades, (X, Y ), son expresables como funciones de las cargas conservadas
(M,P,Q) y fueron interpretadas en su propio derecho como una carga escalar y su
potential conjugado [25].
Un problema con la primera ley de la termodina´mica (3.1) para agujeros negros
en teor´ıas de cuerdas es que las cargas escalares no son cargas conservadas. Ellas
corresponden a grados de libertad que viven fuera del horizonte (el ‘pelo’) y no esta´n
asociadas a una nueva e independiente constante de integracio´n (por lo que se les
llaman ‘pelo secundario’). En teor´ıas de cuerdas, los campos escalares (o ‘moduli’) se
interpretan como constantes de acoplamiento locales y una variacio´n en sus valores
en el borde es equivalente a cambiar los acoplamientos de la teor´ıa. Una resolucio´n
fue propuesta en [26] (o, tambie´n, [27]): uno puede en principio redefinir las cargas tal
que la masa y las cargas escalares no dependan de φ∞, pero el precio que se paga es
que las nuevas cargas ele´ctricas y magne´ticas definidas (o cargas ‘vestidas’) ya no son
cargas f´ısicas. Si el valor asinto´tico del campo escalar es diferente de cero, pero fijadas
directamente en la accio´n, φ∞ = const., ello corresponde a una diferente teor´ıa con
diferente acoplamiento (el factor eφ∞ es absorbido in la constante de acoplamiento,
no en los valores de las cargas) para el campo gauge y, dentro de la teor´ıa, el te´rmino
Σdφ∞ se anula. Esta propuesta se hizo concreta en [28] donde, usando un me´todo de
espacio de fase, se mostro´ que esto es una condicio´n de integrabilidad va´lida y que
no hay necesidad de una contribucio´n extra del campo escalar en la primera ley.
Sin embrago, quisie´ramos enfatizar que la propuesta de Gibbons, Kallosh, y Kol
[24] es sobre la variacio´n de las condiciones de borde para los campos escalares y, de
esta forma, a pesar de los argumentos en [26, 28], permanece robusto e intrigante. La
cuestio´n principal que todav´ıa permanece, es entonces, ¿por que´ las cargas escalares
que actu´an como fuente para los campos escalares, pero que no son cargas conserva-
das, aparecen en la primera ley de la termodina´mica de agujeros negros cuando se
consideran variaciones de φ∞?
En este cap´ıtulo de la presente tesis, investigamos el rol de las condiciones de
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borde no triviales de los campos escalares en teor´ıas Einstein-Maxwell-dilato´n. Es-
tamos interesados en soluciones exactas, asinto´ticamente planas, de agujeros negros
para las cuales el valor asinto´tico del campo escalar pueda variar, y en solucio-
nes asinto´ticamente AdS para agujeros negros cargados tanto ele´ctricamente como
magne´ticamente, para las cuales los escalares rompen la simetr´ıa conforme en el
borde. En espacios asinto´ticamente planos, obtenemos un principio variacional bien
posicionado, agregando un nuevo te´rmino de borde a la accio´n, lo cual permite cal-
cular la energ´ıa total correcta, clarificando con ello el rol de las cargas escalares (no
conservadas) en la primera ley [24]. Una vez con la intuicio´n desarrollada en espacios
planos, mostraremos que una vez que la energ´ıa es tambie´n correctamente obtenida
en espaciotiempos AdS [29], cuando las condiciones de borde del campo escalar no
preservan las isometr´ıas de AdS en el borde [30], la primera ley es satisfecha y no hay
necesidad de considerar una contribucio´n extra del campo escalar. Estas considera-
ciones son de especial intere´s cuando se consideran incrustaciones (embedding) en
teor´ıas de cuerdas y el campo escalar (dilato´n) se vuelve dina´mico y, para aplicacio-
nes hologra´ficas (AdS), los agujeros negros con campos escalares pueden ser usados
para describir rompimiento de simetr´ıas o transiciones de fase en la teor´ıa cua´ntica
de campos dual.
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3.1. Agujeros negros con pelo escalar en espacio-
tiempos asinto´ticamente planos
En esta seccio´n, proponemos un principio variacional para agujeros negros en
espacios asinto´ticamente planos1 cuando el valor del borde del campo escalar puede
variar y mostramos que la energ´ıa total tiene una nueva contribucio´n que es relevante
para la termodina´mica. El objetivo es discutir este desaf´ıo en un marco no trivial y
lo ma´s simple posible, esto es, usaremos el formalismo cuasilocal de Brown-York [32]
para una teor´ıa con solo un campo escalar que esta´ acoplado a un campo gauge.
3.1.1. La primera ley de la termodina´mica
Comenzamos con una breve revisio´n del trabajo [24] y, para mayor claridad,
expl´ıcitamente obtenemos los te´rminos de carga escalar en la primera ley. Aparte del
gravito´n, cada teor´ıa de cuerdas contiene otro estado universal, un campo sin masa
llamado dilato´n φ. Consiramos la accio´n de Einstein-Maxwell-dilato´n
I [gµν , Aµ, φ] = Ibulk + IGH (3.5)
=
1
2κ
∫
M
d4x
√−g (R− eαφFµνF µν − 2∂µφ∂µφ)+ 1
κ
∫
∂M
d3x
√−hK
(3.6)
donde κ = 8pi, de acuerdo a nuetras convenciones c = GN = 1. El segundo te´rmino es
el te´rmino de borde de Gibbons-Hawking y K es la traza de la curvatura extr´ınseca
Kab definida sobre el borde ∂M con la me´trica inducida hab.
El acoplamiento entre el campo escalar y el campo gauge en la accio´n (3.6)
aparece en acciones de bajas energ´ıa de teor´ıas de cuerdas para valores particulares
de α, aunque en nuestro ana´lisis podemos mantener α arbitrario. Las ecuaciones de
movimiento para la me´trica, campo escalar y campo gauge son
Eµν := Rµν − 2∂µφ∂νφ− 2eαφ
(
FµαFν
α − 1
4
gµνFαβF
αβ
)
= 0 (3.7)
1En espaciotiempo asinto´ticamente plano, existe una clase distinta de agujeros negros con cam-
pos escalar (agujeros negros escalarizados), vea, por ejemplo, [31], y las referencias dentro. En esta
tesis, trabajamos con campos escalares dilato´nicos, no con agujeros negros escalarizados.
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1√−g∂µ
(√−ggµν∂νφ)− 1
4
αeαφFµνF
µν = 0 (3.8)
∂µ
(√−geαφF µν) = 0 (3.9)
El ansatz general para la me´trica de una solucio´n esta´tica de agujero negro cargado
es
ds2 = −a2dt2 + a−2dr2 + b2(dθ2 + sin2 θ dϕ2) (3.10)
donde a = a(r) y b = b(r). El campo de gauge compatible con este ansatz y con las
ecuaciones de movimiento es
F = −qe
−αφ
b2
dt ∧ dr − p sin θ dθ ∧ dϕ (3.11)
Ahora, la combinacio´n Ett +E
θ
θ conduce a una ecuacio´n integrable (a
2b2)′′ = 2 (donde
la prima ( )′ significa derivada con respecto a la coordenada radial) con la solucio´n
general
a2 =
(r − r+)(r − r−)
b2
(3.12)
donde las constantes r±, con una de ellas indicando la localizacio´n del horizonte de
eventos, deben ser determinadas.
Ya que estamos interesados en soluciones asinto´ticamente planas, consideramos la
expansio´n a2 = 1 +O(r−1) que determina de la expansio´n de la otra funcio´n me´trica
b2 = r2 + βr + γ +O(r−1) (3.13)
donde β y γ son constantes. Usando esta expresio´n en la combinacio´n Ett − Err = 0,
que conduce a la ecuacio´n b′′ + bφ′2 = 0, obtenemos la siguiente forma asinto´tica del
campo escalar
φ = φ∞ +
Σ
r
+O(r−2) (3.14)
donde φ∞ es la condicio´n de borde para la teor´ıa que hemos considerado (para el
campo escalar) y Σ es la carga escalar. Uno puede obtener de manera simple que
4Σ2 = β2 − 4γ y que, para β = 0, tenemos que b2 = r2 − Σ2, que corresponde, de
hecho, al caso para la solucio´n exacta en la teor´ıa con α = −2 que sera´ presentada
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a continuacio´n.
Para verificar concretamente los pasos en la obtencio´n de (3.1), vamos a usar la
solucio´n exacta [33], donde la carga magne´tica es nula y el campo escalar esta´ aco-
plado con el para´metro exponencial α = −2. Las ecuaciones de movimiento pueden
ser resueltas anal´ıticamente ([19]) y la solucio´n exacta es
a2 =
(r − r+)(r − r−)
r2 − Σ2 , b
2 = r2 − Σ2 , φ = φ∞ + 1
2
ln
(
r + Σ
r − Σ
)
(3.15)
donde
r− = −Σ, r+ = Σ− (qe
φ∞)2
Σ
(3.16)
La masa ADM [34, 35] es obetnida expandiendo la componente gtt de la me´trica,
− gtt = a2 = Σr + (qe
φ∞)2 − Σ2
Σ(r − Σ) = 1 +
(
qeφ∞
)2
Σr
+O
(
r−2
)
(3.17)
que conduce a la identificacio´n
M = −
(
qeφ∞
)2
2Σ
(3.18)
con la carga escalar negativa, Σ < 0. El mismo resultado se obtiene
Note que Σ no es una constante de integracio´n independiente y que la solucio´n
es regular2 siempre que 2M2 −Q2e2φ∞ > 0.
La carga ele´ctrica Q es calculada, como es usual, integrando la ecuacio´n del campo
ele´ctrico. Con nuestras convenciones,
Q =
1
4pi
∮
e−2φ ? F =
1
4pi
∮
e−2φ
(
1
4
√−gαβµνFαβdxµ ∧ dxν
)
= q (3.19)
2Cuando ambas cargas (ele´ctrica y magne´tica) son diferente de cero, existen dos horizontes. Sin
embargo, en este caso especial con so´lo un campo ele´ctrico no cero, existe so´lo un horizonte r+,
puesto que r = r− corresponde a una singularidad real. La conducio´n de regularidad r+ > r− es,
desde un punto de vista f´ısico, equivalente con el hecho de que hay una carga ma´xima que puede
ser llevada por el agujero negro.
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Con la masa (3.18), uno puede expl´ıcitamente verificar la primera ley
dM = TdS + ΦdQ− Σdφ∞ (3.20)
la cual contiene el te´rmino extra propuesto en [24], y la fo´rmula de Smarr,
M = 2TS +QΨ (3.21)
que no contiene expl´Icitamente una contribucio´n Σφ∞.
3.1.2. La energ´ıa total y el formalismo de Brown y York
Para aplicar el formalismo de Brown y York[32], la accio´n gravitacional debe
satisfacer el principio de accio´n, lo que implica que la accio´n a considerar debe estar
regularizada y debe estar suplementada con te´rminos de bordes consistentes con las
condiciones de borde para los campos. Para una aplicacio´n directa al agujero negro
de Reissner-Nordstro¨m, se ha provisto de detalles en el ape´ndice B.
La regularizacio´n de la accio´n implica la incorporacio´n de un contrate´rmino gra-
vitacional, en el borde, para espaciotiempos asinto´ticamente planos[36–39],
I = Ibulk + IGH + Ict , Ict = −1
κ
∫
∂M
d3x
√−h
√
2R(3) (3.22)
donde R(3) es el escalar de Ricci de la me´trica en el borde (3-dimensional), hab. Este
contrate´rmino cancela las divergencias infrarojas de la teor´ıa.
Para emplear el formalismo de Brown y York (vea en ape´ndice B para una aplica-
cio´n al agujero negro de Reissner-Nordstro¨m) para teor´ıas Einstein-Maxwell-dilato´n,
debido a la variacio´n de φ∞, para obtener un principio variacional bien definido
cuando la carga escalar Σ es mantenida fija, se tiene que agregar un nuevo te´rmino
de borde
Iφ = −2
κ
∫
∂M
d3x
√−h
[
φ∞
Σ
(φ− φ∞)2
]
(3.23)
Para obtener la energ´ıa libre F de los agujeros negros con campo escalar, debemos
Cap´ıtulo 3. Las cargas escalares y la primera ley de la termodina´mica 34
calcular la accio´n on-shell en la seccio´n Euclidiana:
IE = βF = β (M − TS −QΨ− PΥ + Σφ∞) (3.24)
donde la periodicidad del tiempo Euclidiano esta´ relacionada con la temperatura
mediante β = 1/T .
Observe que hay un te´rmino extra Σφ∞ que, de hecho, viene del contrate´rmino
para el campo escalar Iφ, aunque, como hemos visto, un te´rmino similar no aparece
en la fo´rmula de Smarr (3.21). Esto es una importante sen˜al de que un ca´lculo de la
energ´ıa total podr´ıa er diferente de la masa ADM cuando se considera el te´rmino de
borde Iφ. Con todos los te´rminos requeridos para un correcto principio variacional,
obtenemos el tensor cuasilocal regularizado de [40], pero esta vez suplementado con
la contribucio´n del campo escalar
τab =
1
κ
[
Kab − habK − Φ(R(3)ab − habR(3))− habΦ + Φ;ab
]
+
2hab
κ
[
φ∞
Σ
(φ− φ∞)2
]
(3.25)
donde
Φ =
√
2
R(3) (3.26)
Si consideramos una coleccio´n de observadores en el borde de un espaciotiempo
esta´tico, conteniendo un agujero negro, puesto que ξµ = δµt es un vector de Killing,
ellos van a medir la misma energ´ıa (total), que es la carga conservada asociada con
este vector de Killing espec´ıfico, que es definida como[32]:
E =
∮
s2∞
d2σ
√
σnaξbτab (3.27)
Aqu´ı, Ξ es una superficie cerrada 2-dimensional con la normal unitaria na y la me´trica
inducida
σijdx
idxj = b2(dθ2 + sin2 θdϕ2) (3.28)
Puesto que estamos interesados en configuraciones esta´ticas, no hay ondas gravita-
cionales y entonces no hay necesidad de considerar el infinito nulo en nuetro ana´lisis.
Evaluando esta cantidad conservada, (3.27), al infinito espacial, obtenemos la si-
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guiente expresio´n para la energ´ıa total:
Etotal = M + φ∞Σ (3.29)
Este resultado fue obtenido para una carga escalar fija, Σ = constant, y esto conduce
a la siguiente primera ley de la termodina´mica
dEtotal = TdS + ΨdQ+ ΥdP (3.30)
con Σdφ∞ reabsorbido en la energ´ıa total del espaciotiempo, el cual es diferente de
la masa ADM .
Debemos ahora considerar una condicio´n de borde ma´s general de la forma
Σ ≡ dW (φ∞)
dφ∞
(3.31)
la cual es muy similar con la propuesta en [41] para agujeros negros con campo
escalar en AdS. El te´rmino de borde general es (para una derivacio´n de este termino
de borde, vea el ape´ndice C)
I˜φct = −
2
κ
∫
∂M
d3x
√−h
[
(φ− φ∞)2
Σ2
W (φ∞)
]
(3.32)
y se reduce a (3.23) cuando Σ es constante. Como es esperado, un ca´lculo similar de
la energ´ıa total conduce al siguiente resultado
Etotal = M +W (φ∞) (3.33)
donde M es la masa ADM obtenida de la expansio´n de gtt en el infinito espacial.
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3.2. Agujeros negros con campo escalar, asinto´ti-
camente AdS
En esta seccio´n, calculamos la energ´ıa del agujero negro dio´nico (con carga ele´ctri-
ca y magne´tica), propuesto en [25] y verificamos la primera ley de la termodina´mica.3
Seguimos de cerca[29] porque es te´cnicamente ma´s sencillo desde un punto de vista
pra´ctico4. Vamos a mostrar que la primera ley es, de nuevo, satifecha sin introducir
te´rminos extras dependientes de las cargas escalares.
3.2.1. Agujeros negros dio´nicos con campo escalar
Considere la teor´ıa descrita por la accio´n[25]
I =
1
2κ
∫
M
d4x
√−g
[
R− 1
2
(∂φ)2 − 1
4
e−
√
3φF 2 +
6
l2
cosh
(
1√
3
φ
)]
(3.34)
y la siguiente solucio´n regular,
ds2 = −(H1H2)− 12fdt2 + (H1H2) 12
[
dr2
f
+ r2
(
dθ2 + sin2 θ dϕ2
)]
(3.35)
φ =
√
3
2
ln
(
H2
H1
)
(3.36)
Aµdx
µ =
√
2
(
1− β1f0√
β1γ2H1
dt+ 2µ γ−12
√
β2γ1 cos θ dϕ
)
(3.37)
donde las funciones relevantes son
f = f0 +
r2
l2
H1H2 , f0 = 1− 2µ
r
(3.38)
H1 = γ
−1
1 (1− 2β1f0 + β1β2f 20 ) , H2 = γ−12 (1− 2β2f0 + β1β2f 20 ) (3.39)
γ1 = 1− 2β1 + β1β2 , γ2 = 1− 2β2 + β1β2 . (3.40)
3En los u´ltimos an˜os, se han construido soluciones regulares de agujeros negros[42–47] para
un potencial espec´ıfico, el que finalmente se ha mostrado corresponder a modelos extendidos de
supergravedad[48, 49] y nuetro ana´lisis puede tambie´n ser aplicado a estos casos.
4El me´todo de contrate´rminos en AdS fue desarrollado en[50–52] y en presencia de campos
escalares con condiciones de borde mixtas en[53–55], y se pueden aplicar a soluciones que son
localmente asinto´ticamente AdS, por ejemplo, [56–61]
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Aqu´ı, los para´metros β1 y β2 esta´n relacionados con las cargas ele´ctrica y magne´tica,
de acuerdo con la ley de Gauss
Q =
1
4pi
∮
s2∞
e−
√
3φ ?
(
1
4
F
)
=
µ
√
β1γ2
γ1
√
2
(3.41)
P =
1
4pi
∮
s2∞
(
1
4
F
)
=
µ
√
β2γ1
γ2
√
2
(3.42)
y los potenciales conjugados son
Ψ = At(∞)− At(r+) =
√
2
β1γ2
[
1− β1 − 1− β1f0(r+)
H1(r+)
]
(3.43)
Υ = Apt (∞)− Apt (r+) =
√
2
β2γ1
[
1− β2 − 1− β2f0(r+)
H2(r+)
]
(3.44)
donde F p ≡ e
√
3φ ? F = dAp.
Para calcular la masa como en[25], debemos usar coordenadas cano´nicas para las
cuales el factor en frente de la parte angular de la me´trica se vuelve b2 = ρ2 +O(ρ−1)
en el l´ımite asinto´tico. El cambio de coordenadas en aquel l´ımite es
r = ρ+ c1 +
c2
ρ
+O(ρ−2) (3.45)
donde
c1 =
µ(2β21β
2
2 − 3β21β2 − 3β1β22 + 6β1β2 − β1 − β2)
γ1γ2
, c2 =
3µ2(1− β1β2)2(β1 − β2)2
2γ21γ
2
2
(3.46)
Con este cambio de coordenadas, obtenemos el siguiente comportamiento para la
componente gtt,
− gtt = 1 + ρ
2
l2
− 2(1− β1)(1− β2)(1− β1β2)µ
γ1γ2 ρ
+O(ρ−2) (3.47)
de donde se lee la masa ADM ,
M =
(1− β1)(1− β2)(1− β1β2)µ
γ1γ2
(3.48)
Cap´ıtulo 3. Las cargas escalares y la primera ley de la termodina´mica 38
Es sencillo verificar que la primera ley se satisface, pero con la adicio´n de un
te´rmino extra, XdY [25]
dM = TdS + ΨdQ+ ΥdP +XdY (3.49)
donde
X =
4µ3(β1 − β2)
√
β1β32
l2(1− β1β2)γ22
, Y =
√
β1γ2√
β2γ1
(3.50)
3.2.2. Masa hamiltoniana y energ´ıa conservada
Como en el caso asinto´ticamente plano, quisie´ramos entender si el te´rmino XdY
puede ser reabsorbido en una definicio´n correcta de energ´ıa total. Ahora seguimos
de cerca[29, 55], El campo escalar se comporta en el borde como
φ(ρ) =
A
ρ
+
B
ρ2
+O(ρ−3) (3.51)
donde
A =
2
√
3µ(β2 − β1)(1− β1β2)
γ1γ2
(3.52)
B =
2
√
3µ2(β1 − β2)(β31β22 + β21β32 − 8β21β22 + 6β21β2 + 6β1β22 − 8β1β2 + β1 + β2)
γ21γ
2
2
(3.53)
Observe que A = A(µ, β1, β2) y B = B(µ, β1, β2). La masa hamiltoniana, que puede
ser le´ıda directamente de gρρ (y no de gtt), puede tener una nueva contribucio´n debido
a la back-reaction del campo escalar en el borde (vea las ecuaciones (12) y (18) de
[29]):
gρρ =
l2
ρ2
+
Cl4
ρ4
+
Dl5
ρ5
+O(ρ−6) (3.54)
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donde los coeficientes C = C(µ, β1, β2) y D = D(µ, β1, β2) esta´n dados por:
C = −1− 3µ
2(β2 − β1)2(1− β1β2)2
l2γ21γ
2
2
(3.55)
D =
2µ(1− β1)(1− β2)(1− β1β2)
lγ1γ2
+
8µ3(β2 − β1)2(1− β1β2)(β31β22 + β21β32 − 8β21β22 + 6β21β2 + 6β1β22 − 8β1β2 + β1 + β2)
l3γ31γ
3
2
(3.56)
Como una verificacio´n extra, es importante enfatizar que las relaciones
C = −1− A
2
4l2
(3.57)
D =
2M
l
− 2AB
3l3
(3.58)
son satisfechas y entonces podemos usar el resultado general para la masa presentada
en [29, 55]:
Etotal =
(1− β1)(1− β2)(1− β1β2)µ
γ1γ2
+
1
4l2
(
W − 1
3
AB
)
(3.59)
= M +
1
4l2
(
W − 1
3
AB
)
(3.60)
donde W se introduce por medio de las condiciones de borde del campo escalar
B ≡ dW
dA
. Note que las convenciones para la accio´n en [55] son ligeramente diferentes
de las nuestras y, para hacer concidir los resultados, uno deber´ıa rescalar el campo
escalar apropiadamente.
Ahora es sencillo mostrar que el te´rmino XdY es precisamente la variacio´n del
te´rmino extra en (3.59). Una vez ma´s, usando la energ´ıa total correcta, la primera
ley de la termodina´mica puede ser rescrita como
dM = TdS + ΨdQ+ ΥdP +XdY ⇔ dEtotal = TdS + ΨdQ+ ΥdP (3.61)
y no hay necesidad de agregar una contribucio´n extra dependiente de las cargas
escalares.
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3.3. Conclusiones
En este cap´ıtulo, usando ideas del formalismo cuaislocal de la energ´ıa y el me´todo
de contrate´rminos, hemos revisitado la primera ley de la termodina´mica de aguje-
ros negros con campo escalar y hemos mostrado que las cargas escalares (no con-
servadas) no pueden aparecer como te´rminos independientes, ni en espaciotiempos
asinto´ticamente planos ni AdS. El trabajo de [62, 63] en el cual fue probado que no
hay constantes de integracio´n independientes asociadas con el campo escalar para
agujeros negros en AdS soporta nuetra conclusio´n para los agujeros negros dio´nicos5
En teor´ıas de cuerdas, existe un para´metro adimensional gs (el acoplamiento de las
cuerdas) que es controlado por el valor de expectacio´n del dilato´n, gs = e
<φ>, el cual
no esta´ fijo por la ecuaciones de movimiento. De hecho, la teor´ıa de cuerdas no tiene
para´metros libres porque todas las constantes de acoplamientos esta´n fijas por valores
de expectacio´n. Por lo tanto, los valores de los campos al infinito, φ∞, pueden ser
interpretados como que etiquetan una familia continua de vac´ıos de la teor´ıa. Cambiar
los valores asinto´ticos es similar con cambiar las constantes de acoplamiento de la
teor´ıa y, entonces, una misma configuracio´n de agujero negro puede ser interpretada
en teor´ıas diferentes. Esto es inusual en relatividad general, puesto que las condiciones
de borde son fijas, pero es bastante comu´n en teor´ıa de cuerdas. Por ejemplo, para
calcular la entrop´ıa de agujeros negros extremos supersime´tricos en teor´ıa de cuerdas,
uno hace un ca´lculo de D-brana en el re´gimen de acoplamiento de´bil y, ya que
este resultado esta´ protegido por supersimetr´ıa, permanece igual en el re´gimen de
acoplamiento fuerte en el cual los agujeros negros exiten. Desde el punto de vista de la
relatividad general, hemos mostrado que una variacio´n de φ∞, tanto si se mantiene
o no la carga escalar fija, produce una nueva contribucio´n a la energ´ıa total del
sistema y la primera ley de la termodina´mica es satisfecha sin la necesidad de incluir
la contribucio´n del campo escalar.
Con esta nueva expresio´n para la energ´ıa, las cargas escalares no contribuyen y
la primera ley usual de la termodina´mica que contiene so´lo cargas conservadas es,
de nuevo, satisfecha para agujeros negros con cargas escalares.
5Para otros intentos de explicar el te´rmino extra XdY en la primera ley de la termodina´mica
para soluciones de agujeros negros dio´nicos con campo escalar presentados en [25], vea [64, 65].
Cap´ıtulo 4
Aplicaciones concretas
En este cap´ıtulo, proveemos aplicaciones directas del resultado previo, para lo
cual consideraremos teor´ıas dadas por la accio´n del tipo
I =
1
2κ
∫
M
d4x
√−g
[
R− Z(φ)F 2 − 1
2
(∂φ)2
]
(4.1)
para diferentes funciones de acoplamiento Z(φ). Re-obtenemos las soluciones para
un acoplamiento general, Z = eaφ, para cualquier valor del para´metro a, y luego
obtenemos soluciones dio´nicas para a = 1. Utilizamos te´cnicas desarrolladas en [26].
En cada caso, estudiamos la primera ley, verificando que esta se cumple sin la con-
tribucio´n expl´ıcita de las cargas escalares, las cuales son reabsorbidas en la energ´ıa
conservada del sistema, como mostramos en el cap´ıtulo anterior.
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4.1. Acoplamiento general Z = eaφ
Considere las teor´ıas
I [ gµν , Aµ, φ] =
1
2κ
∫
M
d4x
√−g
[
R− Z(φ)F 2 − 1
2
(∂φ)2
]
(4.2)
con las correspondientes ecuaciones de movimiento
Rµν − 1
2
gµνR = κ
(
TEMµν + T
φ
µν
)
, (4.3)
1√−g∂µ
(√−ggµν∂νφ) = dZ(φ)
dφ
F 2, (4.4)
∂µ
(√−gZ(φ)F µν) = 0, (4.5)
donde los tensores de energ´ıa-momentum son
TEMµν =
2
κ
Z(φ)
(
FµαFν
α − 1
4
gµνF
2
)
, T φµν =
1
2κ
[
∂µφ ∂νφ− gµν (∂φ)2
]
(4.6)
El campo escalar presenta el siguiente comportamiento asinto´tico1
φ(r) = φ∞ +
4Σ
r
+O (r−2) (4.7)
donde r es la coordenada radial esta´ndar, φ∞ es el valor asinto´tico del campo es-
calar, tratado aqu´ı como una cantidad dina´mica, de acuerdo a la discusio´n en el
cap´ıtulo previ, y Σ es una constante no independiente. El factor 4 en la expansio´n
en (4.7) es introducido por conveniencia, puesto que hemos cambiado la notacio´n
usada previamente. Como antes, definimos la condicio´n de borde del campo escalar
mediante
Σ (φ∞) ≡ dW (φ∞)
dφ∞
(4.8)
Primero, vamos a reobtener la solucio´n a estas teor´ıas, primero presentadas en
[19], usando me´todos desarrollados en [26], que involucran la propuesta de anzats
adecuados para desacoplar las ecuaciones de movimiento. Vamos a considerar aco-
1Esta forma del campo escalar al borde para la teor´ıa considerada se sigue de la ecuacio´n de
Klein-Gordon (4.4).
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plamientos de la forma
Z(φ) = eaφ (4.9)
donde a es una contante parametrizando las teor´ıas. Usemos ahora el siguiente ansatz
para la me´trica y el campo de gauge,
ds2 =
1
η2(u− 1)2
[
−h(u)Ω(u)dt2 + η
2du2
h(u)Ω(u)
+ Ω(u)
(
dθ2 + sin2 θ dϕ2
)]
(4.10)
F = −qe
−aφ(u)
Ω(u)
dt ∧ du (4.11)
donde q, un para´metro de carga, y η son las dos constantes de integracio´n indepen-
dientes. No hay pe´rdida de generalidad en tomar η ≥ 0. Note que los ansatz (4.10)
y (4.11) automa´ticamente satisfacen las ecuaciones de Maxwell (4.5).
Obseve, adema´s, que el borde del espaciotiempo esta´ en el l´ımite u = 1, donde el
factor conforme en la me´trica diverges. Esta observacio´n permite dividir la solucio´n
en dos espaciotiempos desconectados, uno donde u toma valores entre 0 < u < 1 (le
llamamos rama negativa) y otro donde u > 1 (la rama positiva).
La carga f´ısica Q, salvo un signo global, puede ser obtenida mediante la ley de
Gauss, es decir, integrando las ecuaciones de Maxwell sobre una 2-esfera en infinito
Q =
1
4pi
∮
s2∞
Z(φ) ? F =
1
4pi
∮ √−geaφF tudθ ∧ dϕ = q
η
(4.12)
Para resolver las ecuaciones diferenciales, consideremos la combinacio´n Ett − Euu
, donde Eµν := Rµν − 12gµνR− κ(TEMµν + T φµν) = 0, lo cual da
φ′2 =
(
Ω′
Ω
)2
− 2Ω
′′
Ω
, (4.13)
donde el s´ımbolo de prima indica derivada respecto de u. La funcio´n Ω(u) puede
ser elegida de dos maneras diferentes, dando lugar a dos familias de soluciones. La
familia 1 se obtiene al considerar
Ω(u) = exp [−a (φ− φ∞)] , (4.14)
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mientras que la familia 2, al considerar
Ω(u) = exp
[
1
a
(φ− φ∞)
]
. (4.15)
Familia 1: Integrando la ecuacio´n (4.13), usando (4.14), obtenemos el siguiente
campo escalar
φ(u) = φ∞ − 2a
1 + a2
ln(u) (4.16)
Ahora, usando (4.14) y (4.16), las ecuaciones de Einstein restantes pueden ser inte-
gradas para obtener la funcio´n me´trica h(u)2,
h(u) = (u− 1)2 η2u− 3a
2−1
a2+1
[
(u− 1) (1 + a2) (qe− 12aφ∞)2 + 1] (4.17)
Observe que
l´ım
u=1
gtt = 1, l´ım
u=1
φ(u) = φ∞
como se espera para el borde localizado en u = 1. Por otro lado, como es sabido, a
pesar de la carga ele´ctrica, solamente existe un horizonte para estas soluciones
u+ = 1− e
aφ∞
(1 + a2)q2
(4.18)
mientras que u = 0 corresponde a la singularidad del agujero negro.
Familia 2: Integrando la ecuacio´n (4.13), usando (4.14), obtenemos
φ(u) = φ∞ +
2a
1 + a2
ln(u) (4.19)
y, usando (4.15) junto con (4.19), podemos integrar la restante ecuacio´n de Einstein
para obtener
h(u) = (u− 1)2 η2u− 4a2+1
[
− (u− 1) (1 + a2) (qe− 12aφ∞)2 + u] (4.20)
2No´tese que las constantes de integracio´n ya fueron elegidas a ser η y q (desde el ansatz), por
lo tanto, cualquier constante que aparezca al integrar las ecuaciones de movimiento, debe ser una
apropiada combinacio´n de η y q.
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donde el horizonte esta´ localizado en
u+ =
q2e−aφ∞(1 + a2)
q2e−aφ∞(1 + a2)− 1 (4.21)
Comentaremos brevemente sobre estas dos familias. Como vimos antes, para la
familia 1, so´lo la rama negativa contiene agujeros negros. Por otro lado, la familia 2
solamente contiene agujeros negros en la rama positiva. Es una cuestio´n de conven-
cio´n que la rama negativa recibe su nombre debido a que (φ − φ∞) < 0, entonces,
siguiendo esta convencio´n, debemos asociar la familia 1 con valores negativos de a,
y a la familia 2 con valores positivos de a.
Permitanos verificar la primera ley de la termodina´mica para la familia 1 (con
a < 0). Puesto que los agujeros negros so´lo existen para la rama negativa 0 < u < 1,
consideremos el siguiente cambio de coordenadas
u = 1− 1
ηr
(4.22)
y usemos este cambio para expandir asinto´ticamente el campo escalar. Esto nos
permite encontrar una relacio´n entre η, a y Σ3,
Σ =
a
2 (a2 + 1) η
(4.23)
AHora, usamos el mismo cambio para leer la masa ADM , mediante la expansio´n de
la me´trica,
M =
1
2η
(
qe−
1
2
aφ∞
)2
− a
2 − 1
2η (a2 + 1)
(4.24)
La temperatura es obtenida en la manera usual
T =
Ω(u+)
4piη
dh(u)
du
∣∣∣∣
u+
(4.25)
=
η (u+ − 1)2
4pi
u
− 4a2
a2+1
+
[(
3a2 + 4u+ − 1
) (
qe−
1
2
aφ∞
)2
− (a
2 − 3)u+ − 3a2 + 1
(u+ − 1) (a2 + 1)
]
u+
2a2
a2+1
(4.26)
3No´tese que para a < 0, Σ < 0, lo cual es consistente para esta rama, donde φ < φ∞.
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donde h(u+) = 0. La entrop´ıa del agujero negro y el potencial conjugado son
S =
piΩ(u+)
η2 (u+ − 1)2
, Φ ≡ At(u+)− At(u = 1) = η (u+ − 1)Qe−aφ∞ (4.27)
Note que, en la rama negativa, valores positivos para Φ y Q se corresponden con
q < 0 y, por lo tanto, la carga ele´ctrica que debe ser considerada es Q = − q
η
. Usando
la ecuacio´n del horizonte h(u+) = 0, es sencillo mostrar que la primera ley se cumple,
justo como mostramos en el cap´ıtulo anterior,
dE = TdS + ΦdQ (4.28)
donde E no es la masa ADM , sino M + W , con dW = Σdφ∞. E es la energ´ıa con-
servada del sistema, obtenida usando el formalismo cuiasilocal de Brown y York[32].
El mismo resultado se verifica para la familia 2.
Por u´ltimo, por completitud, quisie´ramos reescribir esta solucio´n en la forma
original[19]. Para ello, consideramos el cambio de coordenadas (4.22) una vez ma´s,
para la rama negativa.
Puesto que η ≥ 0 y a < 0, Σ, dado por (4.23), es negativa tambie´n. La solucio´n
puede ser escrita como
− gtt = grr = (r − r+)(r − r0)
1−a2
1+a2
r
2
1+a2
, gθθ = r
2
(
1− r0
r
) 2a2
a2+1
= r2 +O(r) (4.29)
donde grr = guu
(
du
dr
)−2
y
r+ ≡ aQ
2
Σeaφ∞
, r0 ≡ 2Σ (a
2 + 1)
a
. (4.30)
Como es claro, r+ es la coordenada del horizonte de eventos del agujero negro.
Por otra parte, a pesar de que r0 > 0, r0 es la ubicacio´n de la singularidad central,
puesto que el escalar de Ricci R
R =
2a2(r − r+)r20r−
2(a2+2)
a2+1
(a2 + 1)2 (r − r0)
1+3a2
1+a2
(4.31)
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y el propio campo escalar divergen en el l´ımite r = r0.
Escribiendo la me´trica en la coordenada radial, obtenemos la solucio´n como en
[19],
ds2 = −a(r)2dt2 + dr
2
a(r)2
+ b(r)2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2
)
(4.32)
donde
a(r)2 =
(r − r+)(r − r0)
1−a2
1+a2
r
2
1+a2
, b(r)2 =
(
1− r0
r
) 2a2
a2+1
r2 (4.33)
4.2. Agujeros negros dio´nicos, Z(φ) = eφ
Aqu´ı, consideramos el caso Z(φ) = eφ, con ambas cargas, ele´ctrica y magne´tica.
Nos proponemos obtener la solucio´n exacta, presentada en[26], aunque mediante
otro me´todo, usando el mismo me´todo usado en la seccio´n previa. Nos centraremos
en la rama positiva esta vez, aunque el ana´lisis es similar como en la rama negativa.
Consideramos el ansatz
ds2 = Ω(u)
[
−h(u)dt2 + η
2du2
u2h(u)
+ dθ2 + sin2 θdϕ2
]
(4.34)
F = − q
ueφ
dt ∧ du+ p sin θ dθ ∧ dϕ (4.35)
donde η, q y p son las tres constantes de integracio´n de la solucio´n. Las cargas f´ısicas
son
Q =
1
4pi
∮
s2∞
eφ ? F =
q
η
, P =
1
4pi
∮
s2∞
F = p , (4.36)
respectivamente. La combinacio´n de las ecuaciones de Einstein Ett − Euu da
φ′2 = 3
(
Ω′
Ω
)2
− 2
u
(
Ω′′
Ω
+
Ω′
Ω
)
(4.37)
Escogiendo
Ω(u) =
u
η2(u− 1)2 , (4.38)
Cap´ıtulo 4. Aplicaciones concretas 48
la ecuacio´n (4.37) puede ser integrada para obtener
φ(u) = ln(u) + φ∞ (4.39)
Las ecuaciones de movimiento restantes son resueltas por
h(u) =
η2(u− 1)2
u2
[
u− (u− 1)
(
qe−
1
2
φ∞
)
+ 2η2u(u− 1)
(
pe
1
2
φ∞
)2]
(4.40)
Observe que la inclusio´n de la carga magne´tica da lugar a dos horizontes esta vez (el
interno y externo)
u± =
1
2
+
q2e−2φ∞
2η2p2
±
√
4 (η2p2eφ∞)2 − 8 (ηpq)2 + 4q4e−2φ∞ − 4η2p2eφ∞ − 4q2e−2φ∞ + 1
4η2p2eφ∞
(4.41)
que, en el l´ımite p = 0, se reduce solo al horizonte exterior dado en (4.21) para la
familia 2, ya que a = 1, de acuerdo a la discusio´n en la seccio´n previa. Debido a la
existencia de dos horizontes, estas configuraciones admiten el l´ımite extremo T = 0.
Consideremos el cambio de coordenadas
u =
2rη + 1
2rη − 1 (4.42)
donde Σ = (4η)−1. El campo escalar, bajo este cambio, toma la forma asinto´tica
φ(r) = φ∞ +
4Σ
r
+O(r−2) (4.43)
que es consistente con nuestras convenciones aqu´ı. Ahora, expandiendo la compo-
nente gtt podemos leer la masa ADM ,
− gtt = 1− Q
2e−φ∞ − P 2eφ∞
2Σr
+
Q2e−φ∞ + P 2eφ∞
r2
+O(r−3) (4.44)
obteniendo
M =
Q2e−φ∞ − P 2eφ∞
4Σ
(4.45)
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La temperatura y entrop´ıa son
T = − u+
4piη
dh(u)
du
∣∣∣∣
u+
=
η (u+ − 1)2
2piu2+
[
q2e−φ∞ (2 + u+)− η2p2eφ∞ (1 + 2u+)u+ − u+(1 + u+)
2(u+ − 1)
]
(4.46)
S = piΩ(u+) (4.47)
mientras que los potenciales conjugados, ele´ctrico y magne´tico, son
Φ = At(u+)− A(u = 1) = η (u+−1)
u+
Qe−φ∞ (4.48)
Ψ = Apt (u+)− Ap(u = 1) = η (u+ − 1)Peφ∞ (4.49)
donde, en el lenguaje de formas diferenciales, dAp = F p ≡ eφ?F o, equivalentemente,
Ψ =
∫ u=1
u+
F putdu. Ahora, usando la ecuacio´n del horizonte, h(u+) = 0, es sencillo
verificar la primera ley
dE = TdS + ΦdQ+ ΨdP (4.50)
donde, de nuevo, E = M +W es la energ´ıa conservada del sistema.
Finalmente, podemos escribir la solucio´n en la coordenada r, usando el mismo
cambio de coordenadas (4.42),
ds2 = −a(r)2dt2 + dr
2
a(r)2
+ b(r)2
(
dθ + sin2 θ dϕ
)
(4.51)
donde a(r) y b(r) son las funciones me´tricas dadas por
a(r)2 =
(r − r+)(r − r−)
b(r)2
, b(r)2 = r2 − 4Σ2 (4.52)
donde r = Σ es la ubicacio´n de la singularidad central, mientras que r± indican el
horizonte interno y externo.
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4.3. Comentarios finales
En este cap´ıtulo, hemos re-obtenido soluciones exactas conocidas mediante unas
te´cnicas que permiten desacoplar convenientemente e integrar las ecuaciones de mo-
vimiento. Hemos verificado que las cargas escalares no aparecen en la primera ley
de la termodina´mica para una solucio´n de agujero negro cargado ele´ctricamente con
pelo, para cualquier coupling de la forma eaφ. En estos casos, la energ´ıa conservada
no es u´nicamente la masa ADM sino que el contiene un te´rmino extra, tal y como
mostramos en el cap´ıtulo anterior. Adicionalmente, obtuvimos la misma conclusio´n
para una solucio´n exacta considerando carga ele´ctrica y magne´tica tambie´n.
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El cara´cter termodina´mico de la gravedad se vuelve aparente en el contexto de
la f´ısica de agujeros negros. Cuando se consideran efectos cua´nticos, el significado
termodina´mica de las cantidades f´ısicas, las cuales fueron originalmente consideradas
puramente geome´tricas [5], viene naturalmente [3, 66].
Esta conexio´n sutil entre la termodina´mica y la f´ısica de agujeros negros provee
una de las ma´s importantes caracter´ısticas de cualquier teor´ıa que intente unificar
la meca´nica cua´ntica con la relatividad general. Particularmente, la relacio´n entre
la entrop´ıa de un agujero negro y el a´rea de su horizonte de eventos podr´ıa ser una
importante pista de que el principio hologra´fico [67, 68] es fundamental para construir
tal teor´ıa [69].
Un agujero negro en equilibrio te´rmico con sus alrededores es claramente relevan-
te para entender la relacio´n entre las cantidades termodina´micas y su contraparte
geome´trica. La sabidur´ıa convencional es que los agujeros negros asinto´ticamente
planos no son termodina´micamente estables [66]. Esto es una consecuencia directa
del hecho que el agujero negro de Schwarzschild en un espaciotiempo asinto´ticamente
plano, sin la imposicio´n de ma´s condiciones, tiene una capacidad calo´rica negativa
y no puede estar en equilibrio te´rmico con un reservorio indefinidamente grande de
energ´ıa. Esto es, una fluctuacio´n puede romper el equilibrio entre la tasa de absorcio´n
de radiacio´n te´rmica y la tasa de emisio´n de la radiacio´n de Hawking, lo que condu-
cir´ıa a la evaporacio´n del agujero negro o a un indenifido crecimiento (dependiendo
de si la fluctuacio´n inicial hizo al agujero negro un poco ma´s caliente, o un poco ma´s
fr´ıo que el ban˜o te´rmico, respectivamente.
La capacidad calo´rica para un agujero negro neutro y asinto´ticamente plano puede
pasar a ser positiva en el ensamble cano´nico si se le entrega carga ele´ctrica (o se le
suministra rotacio´n), pero esto por s´ı solo no asegura una estabilidad termodina´mica
completa en tanto otras funciones respuestas pueden volverse negativa en el mismo
rango de para´metros.
Entonces, en este cap´ıtulo, tomaremos este desaf´ıo e investigaremos soluciones de
agujeros negros en una teor´ıa ma´s general con un campo escalar y su interaccio´n no
trivial. La ventaja de considerar teor´ıas de Einstein-Maxwell-dilato´n con un potencial
para el dilato´n, es que existen soluciones exactas [43] y no tenemos que recurrir a
me´todos nume´ricos. La principal suposicio´n para las demostraciones para teoremas
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de no-pelo son planitud asinto´tica (asymptotic flatness) y la nauraleza del tensor de
energ´ıa-momento y, entonces, a primera vista, la existencia de soluciones regulares
con campo escalar, asinto´ticamente planas, puede ser sorprendente. Sin embargo, la
existencia de estos fue conjeturada en [70] y algunas evidencias nume´ricas fueron
presentadas1. La idea detra´s de esta conjetura es que en una teor´ıa con un potencial
no trivial para el campo escalar, sus para´metros pueden ser ajustados al que la
constante cosmolo´gica efectiva pueda cancelarse. El potencial considerado en [43],
el cual se anula en el borde, recuerda a un potencial general que fue obtenido para
una truncacio´n de un campo escalar de una supergravedad ω-deformada [46, 49, 73]
(vea, por ejemplo, [74] para una revisio´n) y, tambie´n, de una supergravedad de gauge
N = 2, con un te´rmino electromagne´tico de Fayet-Iliopoulos [48, 75].
Obtendremos las cantidades termodina´micas usando un desarrollo relativamente
reciente, el llamado me´todo de contrate´rminos en espaciotiempos asinto´ticamente
planos, el cual esta´ motivado por trabajos similares [50–52, 76] en la dualidad AdS-
CFT[77]. Interesantemente, vamos a probar que la autointeraccio´n del campo escalar
es la clave para obtener agujeros negros termodina´micamente estables.
Ya que los sistemas gravitacionales son intr´ınsecamente no lineales, las cantida-
des conservadas son una gran herramienta para investigar su comportamiento. Sin
embargo, debido al principio de equivalencia, es claro que una definicio´n local pa-
ra la energ´ıa gravitacional no es posible. Sin embargo, en relatividad general, para
espaciotiempos asinto´ticamente planos, las cantidades conservadas asociadas con si-
metr´ıas asinto´ticas han sido definidas en el infinito espacial y nulo. Los primeros
trabajos sobre la energ´ıa total asociada con una geometr´ıa asinto´tica fueron debidos
a Arnowitt, Deser, y Misner (ADM) [35, 78–80], que condujeron a una construccio´n
bien definida de energ´ıa y momento angular.
Los sistemas de extensio´n infinita son idealizaciones de situaciones f´ısicas ma´s
realistas, y es deseable tener disponible un ana´lisis similar en el caso de sistemas
f´ısicos de extensio´n finita. Esta es la nocio´n de la e´nerg´ıa cuasilocal’, la que es ac-
tualmente la descripcio´n de energ´ıa ma´s prometedora en el contexto de la relatividad
general y es tambie´n relavante para nuestro trabajo. Este formalismo, iniciado por
Brown y York [32], puede ser caractizado como sigue: la energ´ıa gravitacional es
1Una clase diferente de agujeros negros en rotacio´n con campo escalar fueron encontradas en
[71, 72]. Para un revisio´n, vea, por ejemplo, [13].
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asociada con una 2-superficie cerrada tipo-espacio. Una vez que esta superficie es
llevada al borde, los resultados coinciden con lo obtenidos por el formalismo ADM .
Un problema previo aparece cuando se calcula la accio´n (y el tensor de estre´s
cuasilocal) en el infinito espacial es la existencia de divergencias infrarojas asociadas
con el volumen infinito del espaciotiempo. El acercamiento inicial de tratar con este
desaf´ıo fue usar la ‘substraccio´n de fondo’(background subtraction), cuya geometr´ıa
asinto´tica calza con aquellas de la solucio´n. Sin embargo, ta lprocedimiento casa que
las cantidades f´ısicas resultates dependan de la eleccio´n del background de referencia.
Adema´s, no es posible poner la superficie en el borde en el background de referencia
incluso para las ma´s simples soluciones, por ejemplo, cuando los campos de mate-
ria esta´n presentes, o para agujeros negros en rotacio´n. Inesperadamente, el rescate
vino por una ruta completamente diferente, por la dualidad AdS-CFT en teor´ıa de
cuerdas. La observacio´n de que las divergencias infrarojas de la (super)gravedad en
el espaciotiempo son equivalentes con las divergencias ultravioletas de la teor´ıa de
campos dual estaba en las bases del me´todo de contrate´rminos en AdS. El proce-
dimiento consiste en agregar te´rminos de borde apropiados (tal que las ecuaciones
de movimiento no se vean afectadas), los ‘contrate´rminos’, para regularizar la ac-
cio´n. La dualidad impone la restriccio´n de que estos contrate´rminos sean construidos
solo con te´rminos de curvatura invariantes de la me´trica en el borde, y no con can-
tidades extr´ınsecas al borde, como en el caso del te´rmino de Gibbons-Hawking. Se
observo´ que, incluso en el espaciotiempo plano, uno puede obtener un tensor de estre´s
cuasilocal regularizado [40] y el me´todo fue exitosamente aplicado para estudiar la
termodina´mica de agujeros negros en rotacio´n y anillos negros (particularmente, pa-
ra obtener la primera ley correcta incluyendo la carga dipolar de [81]). Esto fue una
pista importante de que, en efecto, el me´todo de contrate´rminos es tambie´n adecuado
para espaciotiempos planos y, no mucho despus, un me´todo general covariante fue
propuesto en [37]. Subsecuentemente, este me´todo fue usado para muchos ejemplos
concretos, por ejemplo, [27, 82–86], y, tambie´n, como se detallo´ en el cap´ıtulo 2, para
probar que las cargas escalares, contrario a lo que era considerado previamente, no
pueden aparecer en la primera ley de la termodina´mica.
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Este cap´ıtulo esta´ organizado de la siguiente manera. En la seccio´n 5.1, presen-
tamos la solucio´n exacta, correspondiente a los agujeros negros cargados, con campo
escalar interactuante, en un espaciotiempo asinto´ticamente plano de [43] y algunas
de sus propiedades geome´tricas relevantes para el ana´lisis de la estabilidad termo-
dina´mica. En la seccio´n 5.1.3, aplicamos el formalismo cuasilocal y el me´todo de
contrate´rminos para las soluciones presentada antes. Calculamos las cantidades ter-
modina´micas para el agujero negro de Reissner-Nordstro¨m y, luego, para la solucio´n
de intere´s.
En la seccio´n 5.2, brevemente repasamos las condiciones de estabilidad termo-
dina´mica tanto en el ensamble cano´nico como gran cano´nico, y estudiamos el agujero
negro de Reissner-Nordstro¨m, mostrando expl´ıcitamente que es termodina´micamen-
te inestable. Entonces, procedemos en la seccio´n 5.3 a realizar el ana´lisis para la
solucio´n con campo escalar presentada en 5.1. Mostramos que, debido al cara´cter
autointeractuante del campo escalar, estos agujeros negros son termodina´micamente
estables en cierto rango de para´metros. Finalizaremos con una discusio´n detallada
de los resultados.
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5.1. Soluciones exactas con campo escalar
Consideramos la accio´n Einstein-Maxwell-dilato´n[43]
I [gµν , Aµ, φ] =
1
2κ
∫
M
d4x
√−g
[
R− eγφF 2 − 1
2
(∂φ)2 − V (φ)
]
(5.1)
donde F 2 = FµνF
µν , (∂φ)2 = ∂µφ ∂
µφ, V (φ) es el potencial dilato´nico y, con nuestras
convenciones, c = GN = 4pi0 = 1 tal que κ = 8pi. Las ecuaciones de movimiento son
Rµν − 1
2
gµνR = T
φ
µν + T
EM
µν (5.2)
∂µ
(√−geγφF µν) = 0 (5.3)
1√−g∂µ
(√−ggµν∂νφ) = dV (φ)
dφ
+ γeγφF 2 (5.4)
donde T φµν ≡ 12∂µφ∂νφ− 12gµν
[
1
2
(∂φ)2 + V (φ)
]
y TEMµν ≡ 2eγφ
(
FµαF
α
ν − 14gµνF 2
)
son
los tensores de energ´ıa-momento para el dilato´n y para el campo ele´ctico (gauge). El
acoplamiento no trivial entre el dilato´n y el campo de gauge da lugar a una nueva
contribucio´n en el lado derecho de la ecuacio´n de movimiento para el dilato´n, y es la
razo´n de porque´ se trata de un ’pelo secundario’; no hay una constante de integracio´n
independiente asociada al campo escalar.
En una serie de trabajoas [42, 44, 45, 62, 87], usando ansatz’s espec´ıficos [87], se
desarrollo´ un nuevo procedimiento para obtener soluciones exactas regulares para un
potencial para el campo escalar general.2
2Las propiedades de estos agujeros negros con pelo fueron cuidadosamente estudiadas en trabajos
relacionados [29, 55, 88].
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5.1.1. γ = 1
En esta seccio´n, nos interesamos por la teor´ıa γ = 1. Las ecuaciones de movi-
miento son resueltas para el siguiente potencial
V (φ) = 2α(2φ+ φ coshφ− 3 sinhφ) (5.5)
donde α es un para´metro arbitrario de la teor´ıa. El comportamiento de este potencial
se muestra en la Fig. 5.1, y notamos que se anula para φ = 0.
Figura 5.1: El potencial del campo escalar para la rama negativa (a la izquierda) y para
la rama positiva (a la derecha), para α = 10.
La solucio´n esta´ dada por
ds2 = Ω(x)
[
−f(x)dt2 + η
2dx2
x2f(x)
+ dθ2 + sin2 θdϕ2
]
(5.6)
A =
( q
x
+ C
)
dt (5.7)
φ = ln(x) (5.8)
donde η y q son los para´metros independientes de la solucio´n y van a estar relacio-
nados con la masa y la carga ele´ctrica del agujero negro. Note que la coordenada x
esta´ restringida al intervalo x ∈ [0,∞), puesto que el dilato´n es un campo escalar
real. Se puede asumir, sin perder generalidad, que η > 0. El factor conforme Ω(x) y
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la funcio´n me´trica restante f(x) son
Ω(x) =
x
η2 (x− 1)2 (5.9)
f(x) = α
[
x2 − 1
2x
− ln(x)
]
+
η2(x− 1)2
x
[
1− 2q
2(x− 1)
x
]
(5.10)
respectivamente. La localizacio´n del horizonte de eventos del agujero negro x+ esta´
dada por f(x+) = 0, y la constante aditiva C = −qx−1+ tal que el potencial de gauge
se anule al horizonte, A = 0.
La solucio´n, como revisaremos ahora, contiene dos ramas distintas, correspon-
dientes a dos espaciotiempos desconectados. Para ver esto, observe que el factor
conforme diverge en el l´ımite x = 1, que es la regio´n asino´tica del espaciotiempo
en donde tanto el dilato´n como su potencial se anulan. En este l´ımite, podemos
relacionar x con la coordenada cano´nica r por medio del cambio de coordenadas
Ω(x) = r2 +O(r−2) (5.11)
Es sencillo mostrar que exiten dos posibilidades,
x = 1− 1
ηr
+
1
2η2r2
− 1
8η3r3
+O (r−5) (5.12)
x = 1 +
1
ηr
+
1
2η2r2
+
1
8η3r3
+O (r−5) (5.13)
Por lo tanto, el borde x = 1 puede ser alcanzado tanto por la ‘izquierda’ como por la
‘derecha’, lo que, en efecto, divide la solucio´n en dos ramas. Mientras que el cambio
de coordenadas (5.12) fija el dominio a 0 < x < 1, (5.13) lo fija a 1 < x < ∞.
Puesto que el primer caso implica que el campo escalar adquiere valores negativos,
se denomina la rama negativa. El segundo caso, siguiendo el mismo razonamiento,
se llama la rama positiva. Advierta que tanto en el l´ımite x = 0 como en x =∞, el
campo escalar diverge. Uno puede chequear que ambos corresponden a singularidades
del espaciotiempo.
Estudiaremos la termodina´mica de ambas ramas de manera independiente. Si
bien ambas ramas pueden contener agujeros negros, es importante estudiar bajo que´
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condiciones existen. Considere la ecuacio´n del horizonte f(x+) = 0 escrita como sigue
α
[
1− x2+ + 2x+ ln(x+)
]
= 2η2 (x+ − 1)2
[
x+ − 2q2(x+ − 1)
]
(5.14)
Para la rama negativa, 0 < x+ < 1, el lado derecho de (5.14) es claramente positivo,
mientras que la combinacio´n 1−x2++2x+ ln(x+) que mulplipica α en el lado izquierdo
es una funcio´n definida positiva. Por lo tanto, para la rama negativa, so´lo las teor´ıas
con α > 0 soportan agujeros negros (valores negativos de α dejar´ıan singularidades
desnudas). Para la rama positiva, sin embargo, no tenemos esta restriccio´n sobre α.
5.1.2. γ =
√
3
Las ecuaciones de movimiento para esta constante de acoplamiento son resueltas
por el potencial
V (φ) = α
[
sinh
(√
3φ
)
+ 9 sinh
(
φ√
3
)
− 4
√
3φ cosh
(
φ√
3
)]
(5.15)
cuyo comportamiento se muestra en la Fig. 5.2. Se observa que tiene un comporta-
miento similar con el caso mostrado previamente, γ = 1.
Figura 5.2: Potencial del campo escalar para la rama negativa (izquierda), y la rama
positiva (derecha), para α = 10.
La solucio´n exacta es
ds2 = Ω(x)
[
−f(x)dt2 + η
2dx2
f(x)
+ dθ2 + sin2 θdϕ2
]
(5.16)
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A =
( q
2x2
+ C
)
dt (5.17)
φ =
√
3 ln(x) (5.18)
donde las funciones me´tricas son
f(x) = α
[
x4
2
− 2x2 + 3
2
+ 2 ln(x)
]
+
η2(x2 − 1)2
4
[
1− q
2(x2 − 1)
x2
]
(5.19)
Ω(x) =
4x
η2 (x2 − 1)2 (5.20)
La constante aditiva es C = −q(2x+)−1. Al igual que antes, tambie´n existen dos
ramas para esta teor´ıa, donde los cambios de coordenadas son
x = 1− 1
ηr
+
1
8η3r3
+
1
8η4r4
+O(r−5) (5.21)
x = 1 +
1
ηr
− 1
8η3r3
+
1
8η4r4
+O(r−5) (5.22)
Finalmente, la ecuacio´n del horizonte f(x+) = 0, escrita como,
α
[
−(1− x
2
+)(3− x2+)
2
− 2 ln(x+)
]
=
η2
4x2+
[
x2+ − (x2+ − 1) q2
]
(x2+ − 1)2 (5.23)
revela las mismas restricciones para α que en el caso γ = 1, esto es, que la existencia
de agujeros negros regulares dentro de la rama negativa es posible siempre que α > 0,
mientras que no hay restricciones para la rama positiva.
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5.1.3. Me´todo de contrate´rminos y cantidades conservadas
En esta seccio´n, usamos el me´todo de los contrate´rminos para obtener las can-
tidades termodina´micas para los agujeros negros con pelo en las teor´ıas γ = 1 y
γ =
√
3 descritas arriba. En el ape´ndice B mostramos detalles sobre este formalismo
aplicado al agujero negro de Reissner-Nordstro¨m.
Permı´tanos comenzar con la teor´ıa γ = 1. En primer lugar, la carga ele´ctrica es
Q =
1
4pi
∮
s2∞
eφ ? F =
1
4pi
∮
s2∞
eφ
(
1
4
√−gµναβF µνdxα ∧ dxβ
)
=
q
η
(5.24)
La temperatura de Hawking puede ser calculada empleando los resultados de la
subseccio´n (2.3). Del mismo modo, entrop´ıa y potencial conjugado son obtenidos de
la manera tradicional,
T =
x+
4piη
f ′(x+) =
(x+ − 1)2
8piηx+
[
α− 4η
2q2(x+ + 2)
x+
+ 2η2
(
x+ + 1
x+ − 1
)]
,
S = piΩ(x+) =
pix+
η2(x+ − 1)2 , Φ = −
Qη(x+ − 1)
x+
(5.25)
Para calcular el tensor de estre´s cuasilocal y la accio´n en la seccio´n Euclidiana,
debemos considerar la foliacio´n x = constant con la me´trica inducida
ds2∂M = hab dx
adxb = Ω(x)
[−f(x)dt2 + dθ2 + sin2 θdϕ2 ] (5.26)
Las componentes del tensor de estre´s (3.25), con φ∞ = 0, son
τtt =
12η2q2 − α
6ηκ
(x− 1)2 +O [(x− 1)3] (5.27)
τθθ =
τϕϕ
sin2 θ
=
(α− 12η2q2)2 − 36η4 (4q2 − 1)
288κ η5
(x− 1) +O[(x− 1)2] (5.28)
Para calcular la energ´ıa cuasilocal, usamos la ecuacio´n (3.27) y el vector de Killing
ξ = ∂/∂t (el procedimiento esta´ detallado para RN en ape´ndice B). Para verificar
que este es el vector de Killing correcto (apropiadamente normalizado), expandimos
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asinto´ticamente la me´trica, alrededor de x = 1,
ds2 = gttdt
2 + gxxdx
2 + gθθ
(
dθ2 + sin2 θdϕ2
)
= [−1 +O(x− 1)] dt2 +
[
1
η2(x− 1)4 +O
[
(x− 1)−3]] dx2 + x (dθ2 + sin2 θdϕ2)
η2(x− 1)2
(5.29)
Ahora, cambiando a coordenadas cano´nicas r, mediante la transformacio´n
dx2
η2(x− 1)4 = dr
2 → x = 1± 1
ηr
(5.30)
en el borde, es sencillo ver en que el l´ımite r →∞, se obtiene la me´trica de Minkowski
en coordenadas esfe´ricas ds2 = −dt2 + dr2 + r2 (dθ2 + sin2 θdϕ2), con el tiempo
coordenado propiamente normalizada. Calculando la energ´ıa total en el l´ımite x = 1,
se obtiene
E =
α− 12η2q2
12η3
(5.31)
Este resultado coincide con la masa ADM , que puede ser le´ıda de la expansio´n de
la componente gtt de la me´trica en las coordenadas cano´nicas, con r dado por la
ecuacio´n (5.11),
gtt = −1 + α− 12η
2q2
6η3r
+O (r−2) (5.32)
Usando las cantidades termodina´micas (5.24), (5.25), junto con la masa cuasilocal
(5.31) y la ecuacio´n del horizonte f(x+) = 0, se puede verificar que la primera ley es
satisfecha,
dM = TdS + ΦdQ (5.33)
El u´ltimo paso en este ana´lisis es verificar la relacio´n estad´ıtico-cua´ntica. Para ello,
necesitamos calcular la accio´n en la seccio´n Euclidiana,
IEbulk + I
E
GH = β(−TS − ΦQ) +
8piβ
κ
[
1
η(x− 1) +
α− 12η2q2 + 3η2
6η3
+O(x− 1)
]
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La divergencia ∝ (x− 1)−1 es cancelada por el contrate´rmino gravitacional,
IEct =
8piβ
κ
l´ım
x=1
Ω
√
f =
8piβ
κ
[
− 1
η(x− 1) −
α− 12η2q2 + 6η2
12η3
+O(x− 1)
]
(5.34)
y tambie´n contribuye con una parte finita, al igual que para el agujero negro de
Reissner-Nordstro¨n en la ecuacio´n (B.23). Agregando los resultados, en el l´ımite
x = 1, obtenemos el siguiente resultado para la accio´n en la seccio´n Euclidiana
IE = β(−TS − ΦQ) + β
(
α− 12η2q2
12η3
)
= β (M − TS − ΦQ) (5.35)
Por lo tanto, la accio´n finita on-shell en la seccio´n Euclidiana satisface la relacio´n
estad´ıstico-cua´ntica IE = βG para el ensamble gran cano´nico. Ahora, para obtener
el potencial termodina´mico en el ensamble cano´nico, debemos considerar el te´rmino
de borde IA compatible con el requerimiento de que la carga sea fija, Q = constant,
dado por
IA =
2
κ
∫
∂M
d3x
√−heφ nνF µνAν (5.36)
En la seccio´n Euclidiana, tenemos,
IEA = β ΦQ (5.37)
y, por lo tanto, la accio´n on-shell para el ensamble cano´nico es I¯E = βF , donde
I¯E = IE + IEA y F ≡M − TS es el potencial termodina´mico correspondiente.
Por completitud, permitanos ahora realizar el mismo ana´lisis para la teor´ıa
√
3.
Sin embargo, pueto que el procedimiento es exactamente como antes, presentaremos
los resultados relevantes.
La carga ele´ctrica es
Q =
1
4pi
∮
s2∞
?e
√
3φF =
q
η
(5.38)
y las dema´s cantidades termodina´micas son
T =
f ′(x+)
4piη
=
(x2+ − 1)2
2piη x+
[
α− η
2q2(2x2+ + 1)
4x2+
+
η2x2+
2(x2+ − 1)
]
(5.39)
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S =
4pixh
η2(x2h − 1)2
, Φ = −Qη(x
2
+ − 1)
2x2+
(5.40)
La energ´ıa cuasilocal en este caso es
E =
8α + 3 (1− 2q2) η2
6η3
(5.41)
y se satisface la primera ley dM = TdS + ΦdQ.
La accio´n regularizada en la seccio´n Euclidiana, en el l´ımite x = 1, es
IE = IEbulk + I
E
GH + I
E
ct = β(M − TS − ΦQ) (5.42)
y se verifica IE = βG = β(M−TS−ΦQ) para el ensamble gran cano´nico. El ca´lculo
de IEA permite obtener la accio´n en el ensamble cano´nico, I¯
E = βF = β(M − TS)
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5.2. Estabilidad termodina´mica
En la secio´n previa, hemos dado una descripcio´n termodina´mica de agujeros
negros con pelo. La idea clave de nuestro ana´lisis fue considerar condiciones de borde
para construir los ensambles apropiados. Sin embargo, la termodina´mica de agujeros
negros so´lo tiene sentido si los agujeros negros pueden estar en equilibrio localmente
estable en el ensamble correspondiente.
La estabilidad te´rmica en un ensamble con un agujero negro debe aplicar para el
sitema completo, puesto que tal sistema claramente no puede ser subdividido en par-
tes espacialmente separadas como se hace usualmente cuando se trata la estabilidad
termodina´mica. Las funciones respuesta relevantes para la estabilidad te´rmica de un
tipo de ensamble dado, por lo tanto, son aquellas que pueden ser obtenidas mediante
la variacio´n de para´metros termodina´micos que no esta´n fijos por las condiciones de
borde que definen el ensamble en cuestio´n. En la descripcio´n del ensamble cano´nico
para un agujero negro neutro asinto´ticamente plano, la capacidad calo´rica puede
hacerse positiva si el agujero negro es puesto dentro de una caja. Las condiciones de
borde deben ser especificadas, es decir, en el caso del agujero negro de Schwarzschild
uno puede fijar la temperatura de la caja y su radio. Se sigue entonces que la estabi-
lidad puede ser lograda so´lo para cavidades suficientemente pequen˜as, conduciendo
a un ensamble cano´nico bien definido.
Despue´s de una revisio´n sobre las condiciones para la estabildad termodina´mica,
aplicaremos este ana´lisis para las soluciones de intere´s.
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5.2.1. Condiciones para la estabilidad termodina´mica
Para analizar la estabilidad termodina´mica de las soluciones presentadas has-
ta ahora, es importante distinguir entre estabilidad local y global. La primera esta´
relacionada con co´mo las configuraciones de equilibrio responden bajo pequen˜as fluc-
tuaciones en las variables termodina´micas, mientras la u´ltima esta´ relacionada con
el ma´ximo global en la entrop´ıa (o mı´nimo global en la energ´ıa). Describiremos la
estabilidad local, aunque para ma´s detalles puede consultarse [90] (o tambie´n [91]).
Estamos interesados en agujeros negros cargados (con o sin pelo) esta´ticos, con
las cargas conservadas M y Q, para los cuales la primera ley de la termodina´mica
pueda ser escrita como
dM = TdS + ΦdQ → T =
(
∂M
∂S
)
Q
, Φ =
(
∂M
∂Q
)
S
(5.43)
Todos los procesos irreversibles en sistemas aislado que conducen al equilibrio esta´n
gobernados por un incremento en la entrop´ıa, y el equilibrio sera´ restablecido so´lo
cuando la entrop´ıa asuma su ma´ximo valor. Esta es la segunda ley de la termo-
dina´mica, dS > 0. Ya que primero trabajaremos en el ensamble gran cann˜onico, es
ma´s conveniente usar el potencial termodina´mico correspondiente para estudiar la
estabilidad local y no la condicio´n de ma´xima entrop´ıa.
En el ensamble gran cano´nico, para el cual el potencial electrosta´tico Φ es cons-
tante, tenemos que, al equilibrio, el potencial termodina´mico G satisface
Ge(Te,Φe) = M − TeS − ΦeQ , dGe = −(SdT +QdΦ)e = 0 (5.44)
donde el sub´ındice e indica el valor al equilibrio termodina´mico. Considere ahora una
pequen˜a desviacio´n, para las que las condiciones para el equilibrio local son
(
∂2M
∂Q2
)
S
(
∂2M
∂S2
)
Q
−
[(
∂
∂S
)
Q
(
∂M
∂Q
)
S
]2
=
T
CQ
(
1
S
− Tα
2
Q
CQ
)
> 0 (5.45)
(
∂2M
∂S2
)
Q
=
T
CQ
> 0 (5.46)
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(
∂2M
∂Q2
)
S
=
1
S
> 0 (5.47)
Las expresiones arriba fueron escritas tambie´n en te´rminos de las cantidades termo-
dina´micas usuales como la capacidad calo´rica (CQ), la permitividad ele´ctrica (S) y
αQ ≡ (∂Φ/∂T )Q (vea, por ejemplo, [92]).
Ahora, queremos obtener unas relaciones similares para las fluctuaciones en el
ensamble gran canon´ıco y cano´nico, usando segundas derivadas de los potenciales
termodina´micos correspondientes. Para ello, usaremos las siguientes relaciones entre
las cantidades termodina´micas de intere´s,
CΦ = CQ + TTα
2
Q, S = T −
Tα2Φ
CΦ
, αΦ = −TαQ (5.48)
Es sencillo ahora reescribir las condiciones para la estabilidad local en una forma
compacta
S > 0, CΦ > 0 ensamble gran cano´nico (5.49)
T > 0, CQ > 0 ensamble cano´nico (5.50)
Estas relaciones son consistentes con el criterio de estabilidad general que establece
que los potenciales termodina´micos son funciones convexas de sus variables extensi-
vas, y funciones co´ncavas de sus variables intensivas (vea, por ejemplo, [91]).
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5.2.2. El agujero negro de Reissner-Nordstro¨m
Si un agujero negro esta´ en equilibrio termodina´mico a una temperatura T , en-
tonces debe estar rodeado por una ban˜o te´rmico a la misma temperatura. El agujero
negro de Schwarzschild, la solucio´n esta´tica y esfe´ricamente sime´trico ma´s simple
de las ecuaciones de Einstein, es termodina´micamente estable. Esto se puede obte-
ner simplemente observando que la temperatura es inversamente proporcional con
respecto a la masa del agujero negro,
T =
~c3
kBG
1
8piM
, S =
kBc
3
4~G
Ah =
4pikBG
~c
M2 → C = T
(
∂S
∂T
)
= −8pikBG
~c
M2
(5.51)
Ya que la capacidad calo´rica es negativa, el agujero negro se calienta mientras emite
radiacio´n y pierde energ´ıa. La consecuencia inmediata es que el ensamble cano´nico no
esta´ bien definido. Una forma de arreglar esta inestabilidad, fue propueta por York
en [93], en la cual considera al agujero negro en una caja de radio rB. El principio
de equivalencia requiere que la temperatura medida localmente por un observador
esta´tico esta´ “corrida al azul” con respecto a la temperatura usual que es determinada
en, asinto´ticamente plano, infinito espacial:
T (rB) = T∞ |gtt(rB)|−1/2 = ~
8piGM
(
1− 2GM
rB
)−1/2
(5.52)
donde, como en [93], hemos usado las convenciones en las cuales c = kB = 1. La capa-
cidad calo´rica a un valor fijo de rB puede ahora ser calculada usando la temperatura
(5.52) y el resultado es
C = T
(
∂S
∂T
)
=
8piGM2
~
(
1− 2GM
rB
)(
3GM
rB
− 1
)−1
(5.53)
Es claro ahora que, cuando 2M ≤ rB < 3M , la capacidad calo´rica es positiva y
entonces el ensamble cano´nico es bien definido.
Una pregunta natural es, ¿es posible obtener una capacidad calo´rica positiva
cuando se agrega un campo ele´ctrico (carga ele´ctrica) sin poner al sistema en una
caja? Si bien la respuesta es positiva, la carga ele´ctrica introduce otra funcio´n res-
puesta relevante, la permitividad ele´ctrica, que, como mostraremos para el agujero
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negro de Reissner-Nordstro¨m, no es simulta´neamente positiva junto con la capacidad
calo´rica y, en consecuencia, no permite una estabildiad termodina´mica.
La me´trica y el potencial de gauge que resuelven las ecuaciones de movimiento son
las dadas en (B.8) y (B.9), y las cantidades termodina´micas esta´n dadas en (B.11). La
existencia de agujeros negros esta´ condicionada por la desigualdad Q ≤ M , de otra
forma la solucio´n describe una singularidad desnuda. En el caso extremo, M = Q,
la temperatura se anula y el radio del horizonte se vuelve r+ = M = Q. Esto va a
imponer una restriccio´n sobre los valores del potencial electrosta´tico, Φ = Q/r+ ≤ 1.
La permitividad ele´ctrica es una medida de las fluctuaciones ele´ctricas. Los agu-
jeros negros sera´n ele´ctricamente inestables bajo fluctuaciones ele´ctricas si la per-
mitividad ele´ctrica es negativa. Esto ocurre si el potencial electrosta´tico de sistema
decrece como resultado de situar ma´s cargas sobre el agujero negro. Este potencial,
en configuraciones de equilibrio, deber´ıa por supuesto aumentar, en un intento por
hacer ma´s dif´ıcil poner ma´s carga sobre el agujero negro.
La ecuacio´n de estado da informacio´n importante sobre la estabilidiad frente a
fluctuaciones tanto en la carga ele´ctrica Q o en su potencial conjugado Φ, a una
temperatura fija. Combinando la primera ley y la u´ltima ecuacio´n en (B.11) para
eliminar r+, obtenemos la ecuacio´n de estado para el agujero negro de RN,
4piTQ+ Φ
(
Φ2 − 1) = 0 (5.54)
de donde la permitividad ele´ctrica a temperatura fija, T , puede ser le´ıda. Tambie´n,
combinando las primeras dos ecuaciones en (B.11), se obtiene piQ2−SΦ2 = 0, desde
donde se puede leer la permitividad ele´ctrica a entrop´ıa fija, S. Las ecuaciones Q vs
Φ a temperatura y entrop´ıa fijas esta´n graficadas en la Fig. 5.3. Es sencillo mostrar
que so´lo agujeros negros con Φ < 1/
√
3 son ele´ctricamente estables, puesto que
diferenciando la ecuacio´n (5,54) con respecto a Φ a temperatura fija, se obtiene
T =
(
∂Q
∂Φ
)
T
=
1− 3Φ2
4piT
(5.55)
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Figura 5.3: A la izquierda: Ecuacio´n de estado para el agujero negro de RN. La l´ınea
horizontal (azul) ubicada en Φ = 1 representa el agujero negro extremo. A la derecha: Φ
vs Q a entrop´ıa fija. Se ha toamdo α = 10.
Ahora, presentaremos la estabilidad bajo fluctuaciones mixtas, de acuerdo con la
discusio´n en la seccio´n previa. En el ensamble gran cano´nico, la estabilidad termo-
dina´mica esta´ garantizada por la positividad simulta´nea de las funciones respuestas
CΦ y S. Tenemos,
S =
1− Φ2
4piT
> 0 (5.56)
ya que Φ ≤ 1. Por otra parte, tenemos
G(r+,Φ) = (1− Φ
2) r+
4
, T (r+,Φ) =
1− Φ2
4pir+
→ G(T,Φ) = (1− Φ
2)
2
16piT
(5.57)
y entonces la capacidada calo´rica es
CΦ = − 1
8pi
(
1− Φ2
T
)2
< 0 (5.58)
En otras palabras, G(T,Φ) no cambia su concavidad con respecto a la temperatura,
a Φ fijo. Este resultado implica que no hay configuraciones termodina´micamente
estables en este ensamble.
En el ensamble cano´nico, debemos investigar si CQ y T pueden ser simulta´nea-
mente poitivas. La permitividad ele´ctrica a temperatura fija puede ser expreasada
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como
T =
(
r2+ − 3Q2
)
r+
r2+ −Q2
(5.59)
Note que, puesto que r2+−Q2 es una cantidad positiva, la regio´n donde T > 0 corres-
ponde a aquellas configuraciones que satisfacen r2+ − 3Q2 > 0 (esto es equivalente a
Φ < 1/
√
3). En otras palabras, el potencial termodina´mico y la temperatura pueden
expresarse como
F(r+, Q) = r
2
+ + 3Q
2
4r+
, T (r+, Q) =
r2+ −Q2
4pir3+
(5.60)
y, por lo tanto, la capacidad calo´rica,
CQ = −
2pir2+
(
r2+ −Q2
)
r2+ − 3Q2
(5.61)
tiene valores positivos solamente si r2+−3Q2 < 0, pero entonces, CQ y T no son ambas
positivas a la vez, para un mismo valores en las cantidades termodina´micas. Esto
confirma que no hay configuraciones termodina´micamente estables en el ensamble
cano´nico.
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5.3. Agujeros negros con pelo
En esta seccio´n, obtendremos el principal resultado de este cap´ıtulo, que los agu-
jeros negros cargados con pelo escalar asinto´ticamente planos en teor´ıas con una
interaccio´n no trivial para el campo escalar pueden ser termodina´micamente esta-
bles, y entonces ponerlos en una caja no es necesario. Quisie´ramos comentar que en
ausencia de la auto-interaccio´n, tambie´n existen soluciones regulares asinto´ticamen-
te planas de agujeros negros, pero no son termodina´micamente estables. El caso de
intere´s es cuando el potencial dilato´nico es no trivial, pero, por completitud, presen-
tamos el ana´lisis del caso sin potencial en el ape´ndice D. Por simplicidad, vamos a
influir en esta seccio´n so´lo el caso γ = 1 para ambas ramas de la solucio´n, y dejaremos
para el mismo ape´ndice E, el estudio del caso γ =
√
3, para el cual las conclusiones
sobre estabilidad son las mismas que para γ = 1. La principal observacio´n es que la
auto-interaccio´n del campo escalar juega un rol similar al que juega la “caja” pa-
ra agujeros negros sin pelo, como el caso discutido inicialmente en este cap´ıtulo, y,
por lo tanto, es un ingrediente clave para la estabilidad termodina´mica de agujeros
negros asinto´ticamente planos.
5.3.1. La rama positiva
En esta subseccio´n, investigamos la estabilidad termodina´mica del agujero negro
presentado en la seccio´n previa 5.1, para la rama positiva, es decir, para valores
positivos del campo escalar o, equivalentemente, x ∈ (1,+∞). La teor´ıa considerada
corresponde a γ = 1, y tomaremos el caso α > 0.
Ensamble gran cano´nico
Como es claro mirando la ecuacio´n (5.10), no es posible despejar x+ de la ecuacio´n
del horizonte, f(x+) = 0. Por lo tanto, deberemos trabajar con ecuaciones parame´tri-
cas. Para obtener la ecuacio´n de estado, es necesario expresar tanto la carga ele´ctrica
Q como su potencial conjugado Φ como funciones de (x+, T ). Para concretar este
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plan, primer despejamos la ra´ız negativa3 de q desde la ecuacio´n del horizonte,
q = −
√
x+ (2 η2x2+ − 2αx+ lnx+ + αx+2 − 4 η2x+ + 2η2 − α)
2η (x+ − 1)3/2
(5.62)
Luego, reemplazamos q en la expresio´n para la temperatura (5.25), para obtener
T (x+, η) =
(x+ − 1) η
4pix+
−
(
2x2+ lnx+ + 4x+ lnx+ − 5x2+ + 4x+ + 1
)
α
8pix+ (x+ − 1) η (5.63)
de donde depejamos la ra´ız positiva de η,
η(x+, T ) =
4piTx+ + w(x+, T )
2(1− x+) (5.64)
donde w(x+, T ) =
√
16pi2T 2x2+ + α(4x
2
+ lnx+ + 8x+ lnx+ − 10x2+ + 8x+ + 2). Final-
mente, reemplazamos (5.64) de vuelta en (5.62) para obtener q = q(x+, T ). Es sencillo
ahora encontrar expresiones concretas para Q = Q(x+, T ) y Φ = Φ(x+, T ), usando
(5.24) y (5.25). Obtenemos los siguientes resultados,
Φ =
√
(x+ − 1) (32pi2T 2x2+ + 16piTx+w − 8αx+ lnx+ + 4αx2+ + 2w2 − 4α)
2
√
x+ (4pix+T + w)
(5.65)
Q =
√
x+(x+ − 1) (32pi2T 2x2+ + 16piTx+w − 8αx+ lnx+ + 4αx2+ + 2w2 − 4α)
(4pix+T + w)
2
(5.66)
Un procedimiento similar es usado para obtener expresiones para Φ(x+, S) yQ(x+, S),
Φ =
√
(x+ − 1) [αS (x2+ − 1− 2x+ lnx+) + 2pix+]
2x+
√
pi
(5.67)
Q =
√
(x+ − 1) [αS (x2+ − 1− 2x+ lnx+) + 2pix+]S
2pi
√
x+
(5.68)
En las Figs. 5.4 y 5.5 se muestra Φ vs Q a temperatura y entrop´ıa fijas, para diferentes
o´rdenes de magnitud de α. A partir de la representacio´n gra´fica, uno puede concluuir
que la permitividad ele´ctrico isoentro´pica es positiva, S > 0. SIn embargo, este
3De esta manera, estamos trabajando con Q > 0 y Φ > 0.
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Figura 5.4: Izquierda: Isotermas Φ vs Q. Derecha: Φ vs Q a entrop´ıa fija, para α = 10.
Figura 5.5: Isotermas y curvas isoentro´picas, Φ vs Q, para α = 100.
resultado tambie´n puede ser obtenido anal´ıticamente, puesto que
S =
αS
(
2x3+ − 2x2+ lnx+ − 3x2+ + 2x+ − 1
)
+ 2pix2+
αS (x3+ − 2x+ lnx+ − 2x2+ + 3x+ − 2) + 2pix+
(
Sx+
pi
) 1
2
(5.69)
donde, como puede mostrarse, tanto el numerador como el denominador son funcio-
nes definidas positivas en la rama positiva.
La posibilidad de esta funcio´n respuesta esta´ directamente relacionada con la
estabilidad en el ensamble gran cano´nico. Si algunas configuraciones con S > 0
estuvieran tambie´n caracterizadas por tener CΦ > 0, entonces, representar´ıan aguje-
ros negros termodina´micamente estables, de acuerdo con la discusio´n en la seccio´n
previa.
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La ecuacio´n de estado, mostrada en el lado izquierdo en las Figs. 5.4 y 5.5,
revela la existencia de dos regiones separadas donde T > 0. Tambie´n, note que
los agujeros negros extremos son ele´ctricamente estables en este caso. Estas dos
caracter´ısticas no esta´n presentes en el agujero negro de Reissner-Nordstro¨m. Otro
aspecto interesante de la ecuacio´n de estado es que todas las isotermas comienzan
y terminan en los puntos Q = 0, Φ = 0 (justo como el agujero negro de RN) y
en Q = 0, Φ = 1/
√
2 < 1. Para entender porque´, observe que la carga f´ısica es
Q = −q/η (estamos considerando q negativo en nuestro ana´lisis) y Q = 0 puede
alcanzarse en los l´ımites q = 0 y η →∞4, u´ltimo caso en el cual tenemos que, de la
ecuacio´n del horizonte,
η2(x+ − 1)2
x+
[
1− 2q
2(x+ − 1)
x+
]
= 0 −→ x+
x+ − 1 = 2q
2 (5.70)
de donde se sigue que, reemplazando en (5.25),
Φ = −Qη(x+ − 1)
x+
=⇒ Φ = − 1
2q
(5.71)
Por un lado, entonces, tenemos que en el l´ımite Q = 0, el potencial conjugado
adquiere dos valores distintos, Φ = 0 y Φ = −1/2q. Observe que, en el l´ımite η →∞,
q = −1/√2 cuando x+ →∞ (vea la ecuacio´n (5.71)). En este caso, Φ→ 1/
√
2, como
se puede observar en las Figs. 5.4, 5.5, y 5.6, donde se ha hecho un zoom,
Examinemos la otra funciones respuesta relevante, la capacidad calo´rica CΦ, por
medio del potencial termodina´mica. Resolviendo η = η(x+,Φ) de la ecuacio´n del
horizonte, encontramos
M = − α
12η3
+
x2+Φ
2
η(x+ − 1)2 , Q =
x+Φ
η(x+ − 1) , S =
pix+
η2(x+ − 1)2 , (5.72)
T =
(x+ − 1)2
8piη x+
[
−α + 4Φ2η2x+ x+ + 2
(x+ − 1)2 − 2η
2 x+ + 1
x+ − 1
]
(5.73)
4Aunque es importante notar que esta rama no contiene agujeros negros cuando Q = 0, puesto
que en el l´ımite Q→ 0, x+ → 1.
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Figura 5.6: Un acercamiento (zoom) para la ecuacio´n de estado, en las cercan´ıas de Q = 0
y Φ = −1/2q. La temperatura se tomo´ desde T = 0 hasta T = 1.
y el potencial termodina´mico es
G(x+,Φ) = α
24η3
− Φ
2x2+
2η(x+ − 1)2 +
x+ + 1
4η(x+ − 1) (5.74)
La capacidad calo´rica CΦ puede ahora ser directamente calculada, obteniendo la
segunda derivada del potencial termodina´mico. Concretamente, las condiciones para
la estabilidad local en el gran cano´nico son
−
(
∂2G
∂T 2
)
Φ
> 0 (5.75)(
∂2G
∂T 2
)
Φ
(
∂2G
∂Φ2
)
T
−
[(
∂
∂Φ
)
T
(
∂G
∂T
)
Φ
]2
> 0 (5.76)
−
(
∂2G
∂T 2
)
Φ
{(
∂2G
∂T 2
)
Φ
(
∂2G
∂Φ2
)
T
−
[(
∂
∂Φ
)
T
(
∂G
∂T
)
Φ
]2}
> 0 (5.77)
De acuerdo a la discusio´n en la seccio´n (5.2.1), o como puede directamente verse de
estas condiciones, es consistente que so´lo dos de ellas se satifagan, ya que la restante
se satisface automa´ticamente. Para ser ma´s expl´ıcito, las desigualdades (5.75) y (5.77)
son equivalentes a las condiciones CΦ > 0 y S > 0, respectivamente, mientras que
(5.76) es equivalente a CΦS > 0.
En la Fig. 5.7, se muestra que el criterio para la estabilidad se cumple para un
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conjunto de configuraciones de agujeros negros. Concretamente, hemos graficado las
siguientes cantidades (amplificadas por un factor constante, por conveniencia)
C1 := −
(
∂2G
∂T 2
)
Φ
, C2 := −
(
∂2G
∂Φ2
)
T
(5.78)
C3 := −
(
∂2G
∂T 2
)
Φ
{(
∂2G
∂T 2
)
Φ
(
∂2G
∂Φ2
)
T
−
[(
∂
∂Φ
)
T
(
∂G
∂T
)
Φ
]2}
(5.79)
Como se comento´, C1 > 0 y C3 > 0 son suficientes para determinar una estabildiad
completa, sin embargo, por completitud, hemos tambie´n graficado C2 para mostrar
expl´ıcitamente que todo es consistente.
Figura 5.7: Funciones repuesta en te´rminos de las segundas derivadas del potencial termo-
dina´mico, para α = 10. Tres diferentes valores del potencial conjugado Φ se han mostrado.
La positividad de C1 (en rojo) corresponde a CΦ > 0, mientras que la positividad de C3
(azul) corresponde a S > 0. Si ambas son positivas, se sigue que C2 > 0 (en verde).
En la Fig. 5.7, observamos que, para Φ > 1/
√
2 (segundo y tercer gra´ficos), tanto
C1, C2 como C3 desarrollan una divergencia y resultan simulta´neamente positivas
dentro de una regio´n f´ısica que comienza en T = 0 y se extiende hasta T = Tmax
(donde se localizan estas divergencias). Esta regio´n nueva (que no existe en el agujero
de RN) esta´ caracterizada por S > 0 y CΦ > 0. En la Fig. 5.8, ma´s abajo, se puede
observar que estos agujeros negros estables aparecen siempre que Φ > 1/
√
2 y esta´n
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caracterizadas tambie´n por G < 0 y por (∂2G/∂T 2)Φ < 0, como es esperado, puesto
que CΦ > 0. Quisie´ramos enfatizar que, en el caso del agujero negro de RN, no hay
configuraciones f´ısicas con capacidad calo´rica positiva para un Φ fijo.
Figura 5.8: Potencial termodina´mico G vs T para la rama positiva, para α = 10. Para
Φ > 1/
√
2, el potencial desarrolla un sector con concavidad negativa, esto es, CΦ > 0.
Una discusio´n detallada sobre la interpretacio´n f´ısica de etos reultados, y una
comparacio´n con el agujero negro estable en AdS sera´ presentada en la seccio´n 5.4.
Ensamble cano´nico
Ahora presentamos un ana´lisis similar para el ensamble cano´nico. Para hacer
expl´ıcita la dependencia de las cantidades termodina´micas relevantes en Q, usaremos
la ecuacio´n q = −ηQ para eliminar q de la ecuacio´n del horizonte, f(x+) = 0, y
entonces resolvemos la ra´ız positiva η = η(x+, Q). Esto permite escribir las siguientes
expresiones parame´tricas:
M =
12η4Q2 − α
12η3
, Φ =
η (x+ − 1)Q
x+
, S =
pix+
η2(x+ − 1)2 , (5.80)
T =
(x+ − 1)2
8piηx+
(
−α− 2η2 x+ + 1
x+ − 1 + 4η
4Q2
x+ + 2
x+
)
(5.81)
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Consecuentemente, el correspondiente potencial termodina´mico puede ser expresado
parame´tricamente en la siguiente forma compacta:
F(x+, Q) = α
24η3
+Q2η
x+ − 2
2x+
+
1
4η
x+ + 1
x+ − 1 (5.82)
Para investigar la estabilidad termodina´mica local, debemos verificar las desigual-
dades T > 0 y CQ > 0, las cuales, en te´rminos de segundas derivadas de F , son
equivalentes a las condiciones
F1 := (∂
2F/∂Q2)T > 0, F2 := −(∂2F/∂T 2)Q > 0 (5.83)
respectivamente.5 Los gra´ficos en el lado derecho de las Figs. 5.9 y 5.10 muetran
un zoom hecho en el espacio de parametros para los cuales los agujeros negros son
estables. La estabilidiad termodina´mica ocurre en el sector T > 0, localizado all´ı
donde Φ > 1√
2
(vea la Fig. 5.4), y, por lo tanto, es consistentes con nuestros resultados
en el ensamble gran cano´nico.
Figura 5.9: Segundas derivadas del potencial termodina´mico, dadas por F1 y F2, para
α = 10 y Q = 1. Existe una regio´n donde ambas son positivas, entre T = 0 y donde F1
desarrolla un cero (T = 0). En el gra´fico a la derecha se ha hecho un zoom sobre dicha
regio´n y se ha marcado el intervalo (en el eje x+) de estabilidad, mediante puntos verdes.
5La tercera condicio´n para estabilidad bajo fluctuaciones mixtas, TCQ > 0, sigue de T > 0 y
CQ > 0 y entonces no necesita ser impuesta como una condicio´n independiente.
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Figura 5.10: Funciones respuestas, para α = 10 y Q = 10. Existe la misma regio´n de
estabilidad mostrada en la figura previa.
En la Fig 5.11, se ha graficado el potencial termodina´mico como funcio´n de la
temperatura, indicando que hay agujeros negros con CQ > 0 para cualquier Q. Los
agujeros negros estables exiten siempre que T > 0 y CQ > 0, pero entonces no
todos aquellos con CQ > 0 en la Fig. 5.11 son termodina´micamente estables, sino
una relativamente pequen˜a parte (vea la Fig. 5.10).
Figura 5.11: Potencial termodina´mico F vs T para α = 10. El sector con concavidad
negativa existe para cualquier valor de Q
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5.3.2. La rama negativa
Ahora investigamos la estabildiad en la rama negativa, esto es, cuando φ < 0
o, equivalentemente, x ∈ (0, 1), para la teor´ıa con γ = 1 y α > 0, presentada en
la seccio´n (5.1). Como motraremos, aunque sin presentar detalles (puesto que los
pasos son ba´sicamente los mismos que aquellos mostrados para la rama positiva), no
existen agujeros negros estables en este caso.
Ensamble gran cano´nico
En la Fig. 5.12 se muestra Φ vs Q, a temperatura (ecuacio´n de estado) y en-
trop´ıa fija, respectively. Comparado con la ecuacio´n de estado en la rama positiva,
la parte superior del gra´fico no contiene una regio´n donde T > 0. Esto representa
una importante diferencia con el caso estudiado previamente.
Figura 5.12: Izquierda: Ecuacio´n de estado en la rama negativa, para α = 10. Derecha: Φ
vs Q para entrop´ıa fija.
La ecuacio´n de estado es bastante similar con el agujero negro de RN, en el
sentido que so´lo contiene una regio´n con T > 0 correspondiente a la parte baja
del gra´fico. Por otra parte, uno expl´ıcitamente mostrar que, como en el caso previo,
S > 0. Resulta, sin embargo, que las funciones respuesta relevantes no comparten
valores positivos en ninguna regio´n f´ısica, esto es, CΦ < 0, como se muestra en la
Fig. 5.13 — hemos usado las mismas convenciones que en caso del ensamble gran
cano´nico en la rama positiva para las definiciones (5.78) y (5.79). A pesar de que
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Figura 5.13: Funciones respuesta en te´rminos de la segundas derivadas de G, para α = 10.
La positividad simulta´nea de C1 (en rojo) y C3 (en azul) indica estabilidad.
S > 0 (en azul), como puede verse en Fig. 5.12, no existe una regio´n f´ısica donde
CΦ > 0. Por lo tanto, no existen agujeros negros estables en la rama negativa.
Figura 5.14: La concavidad del potencial termodina´mico es definida positiva y entonces
CΦ < 0. Se tomo´ α = 10.
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Ensamble cano´nico
Las funciones respuestas esta´n graficadas en la Fig. 5.15, donde se observa que,
en sinton´ıa con los resultados en el ensamble gran cano´nico, no existen una regio´n
donde T > 0 y CQ > 0, simulta´neamente. Adema´s, el producto CQT es negativo
para T > 0.
Figura 5.15: Segundas derivadas del potencial termodina´mico, para α = 10.
No existen configuraciones estables en el ensamble cano´nico para la rama nega-
tiva. El cero de F1 esta´ localizado en la regio´n T < 0 o, en otras palabras, el agujero
negro extremo es instable (vea Fig. 5.12) y, por lo tanto, T no toma valores positivos
en regiones donde CQ > 0.
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5.4. Discusio´n
Los campos escalares juegan un rol central en cosmolog´ıa y f´ısica de part´ıculas y
aparecen naturalmente en teor´ıa de unificacio´n en f´ısica de altas energ´ıas. Es entonces
importante entender propiedades generales de las teor´ıas de gravedad acopladas a
escalares (y otros campos de materia), particularmente el rol que juegan en la f´ısica
de agujeros negros.6 En este trabajo, hemos considerado propiedades termodina´micas
de una familia de agujeros negros con pelo asino´ticamente planos, con el objetivo de
arrojar luz sobre su estabilidad termodina´mica.
En nuestra investigacio´n, hemos sido directamente motivados por los resultado
de [70], donde fue conjeturada la existencia de tales soluciones de agujeros negros
en teor´ıas con un potencial no trivial que se anula en el borde7 y en [43], donde
soluciones exactas regulares de agujeros negros con pelo fueron obtenidas.
Debido a su ı´ntima conexio´n con la funcio´n de particio´n, el formalismo (Eu-
clidiano) de la integral de caminos de la gravedad cua´ntica es ampliamente usado
cuando se estudia la termodina´mica de agujero negro. Hemos presentado un ana´li-
sis completo usando los te´rminos de borde requeridos en la accio´n de la relatividad
general y hemos probado que, para algunos valores de los para´metros, estos aguje-
ros negros son termodina´micamente estables en ambos, en los ensambles cano´nico
y gran cano´nico. Este resultado podr´ıa venir como sorpresa ya que, generalmen-
te, en espaciotiempo asinto´ticamente planos, para varias dimensiones, se sabe que
los agujeros negros no son termodina´micamente estables[66, 100–102].8 Es posible
construir agujeros negros termodina´micamente estables introduciendo una constan-
te cosmolo´gica negativa Λ y considerando agujeros negros asinto´ticamente AdS, o
ponie´ndolos dentro de una cavidad finita (como hemos comentado). Sin embargo,
cuando exiten campos escalares en la teor´ıa, su auto-interaccio´n es el ingrediente
clave para la estabilidad terodina´mica.
Se sabe que, cuando el potencial dilato´nico se anula, uno puede tambie´n variar el
6Algunas aplicaciones recientes interesantes pueden ser encontradas en [94–99].
7El potencial escalar diverge en la singularidad, x = {0,∞}, pero esto no es materia de atencio´n
puesto que la singularidad esta´ protegida por el horizonte. En la singularidad uno espera que los
efectos de la gravedad cua´ntica se vuelven relevantes y, entonces, la teor´ıa que estamos considerando
debe ser interpretada como una teor´ıa efectiva.
8Sin embargo, existen ejemplos de agujeros negros termodina´micamente estables en teor´ıas que
incluyen te´rminos de derivadas de o´rden superior[103–105].
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valor asinto´tico del campo escalar, φ∞. En este caso, se considero´ inicialmente que la
primera ley de la termodina´mica deber´ıa ser modificada mediante la adicio´n de una
contribucio´n debido a la carga escalar [24] que puede ser expl´ıcitamente verificada
para soluciones exactas de agujero negro con pelo [33, 106, 107]. Como mostramos
en los cap´ıtulos anteriores, la consideracio´n del principio variacional correcto implica
que la energ´ıa cuasilocal no coincide con la masa ADM (obtenida de la expansio´n
de la componente gtt de la me´trica. Usando una definicio´n correcta para la energ´ıa
(cuasilocal) gravitacional, mostramos que la primera ley preserva su forma usual
sin incluir ninguna contribucio´n extra viniendo de la variacio´n del dilato´n Debemos
contrastar este caso con los agujeros negros con pelo en teor´ıas con un potencial
dilato´nico. Particularmente, para obtener un espaciotiempo asinto´ticamente plano,
deber´ıa ser impuesta una restriccio´n importante obre el potencial, que se anule en el
borde. Esto es, el valor asinto´tico del dilato´n deber´ıa estar fijo, de otra manera su
variacio´n cambiar´ıa el comportamiento asinto´tico del espaciotiempo. Por lo tanto, el
desaf´ıo de la aparicio´n de la carga escalar no aparece en los casos analizados en este
cap´ıtulo.
En el trabajo de Brown y York [32], fue mostrado que el tensor de estre´s cuasilo-
cal es covariantemente conservado solamente si el comportamiento asinto´tico de los
campos de materia es tal que decaen lo suficientemente ra´pido, lo cual es tambie´n
nuestro caso: en el borde cuando x = 1, el campo escalar es φ → 0, lo cual implica
que el potencial se anula. Por ejemplo, el agujero negro en la teor´ıa con γ =
√
3 tiene
el siguiente tensor de estre´s cuasilocal
τtt = −8α + 3 (1− 2q
2) η2
3ηκ
(x− 1)2 +O [(x− 1)3] (5.84)
τθθ =
τφφ
sin2 θ
=
[8α + 3 (1− 2q2) η2]2 − 9η4(4q2 − 3)
72κη5
(x− 1) +O[(x− 1)2] (5.85)
el cual es, de hecho, covariantemente conservado. Esto contraste con la situacio´n
cuando la solucio´n no es regular debido a la presencia de singularidades co´nicas en
el borde [89].
Otra importante observacio´n es sobre el estado fundamental de la teor´ıa. El me´to-
do de contra’terminos, remarcablemente, provee un me´todo de regularizacio´n que
produce una definico´n intr´ınseca de la accio´n sin necesidad de usar un background
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de referencia. Sin embargo, es importante obtener soluciones tipo solito´n (a la tem-
peratura cero). Dejamos el ana´lisis detallado de este punto para un trabajo futuro,
pero, como en el caso de agujeros negros cargados en AdS [108], uno puede, en prin-
cipio, considerar la existencia de agujeros negros extremos en el ensamble cano´nico
(a carga Q fija) como el background de referencia. El problema que aparece para
agujeros negros con pelo es que el l´ımite extremo no es siempre bien definido como
en el caso del agujero negro de RN. Esto esta´ relacionado con el mecanismo atractor
[109–111] y quisie´ramos comentar ahora sobre este aspecto sutil de la teor´ıa. Existen
dos me´todos diferentes para estudiar la informacio´n cerca del horizonte (near hori-
zon data) de agujeros negros extremos, el potencial efectivo[112] y el me´todo de la
funcio´n entrop´ıa[113, 114]. Cuando el potencial dilato´nico se anula, en teor´ıas con
un campo ele´ctrico, el potencial efectivo no puede tener un extremo al horizonte,
lo cual indica que los agujeros negros extremos no existen. Esto puede ser obtenido
directamente calculando los invariantes geome´tricos en el horizonte interno y pro-
bando que algunos de ellos divergen. Sin embargo, hay un cambio dra´stico cuando el
potencial dilato´nico es no trivial. Esto es, debido a la competicio´n entre el potencial
efectivo y el potencial dilato´nico, puede existir un l´ımite extremo bien definido (en la
seccio´n Lorentziana) para algunos valores de los para´metros del potencial dilato´nico.
En este caso, el me´todo del potencial efectivo deja de funcionar, pero, en cambio, uno
puede usar el formalismo de la funcio´n entrop´ıa. Un ana´lisis del caso en que estamos
interesados fue hecho en [43] (vea, tambie´n, [44]) y, de hecho, existen soluciones de
agujeros negros extremos regulares y el ensamble cano´nico es bien definido.
Ahora, quisie´ramos discutir en ma´s detalle nuestro principal resultado, presen-
tados en la seccio´n (5.3.1). Comparemos los agujeros negros termodina´micamente
estables, que exiten para Φ > 1√
2
(el valor del potencial conjugado es menor que
1 para los agujeros negros extremos, pero, cuando Φ → 1, el agujero negro de RN
extremo es recuperado), con los agujeros negros estables en AdS. En la Fig. 5.16,
graficamos S vs T y G vs T para los agujeros negros con pelo para identificar, a una
temperatura dada, cua´l configuracio´n es favorable.
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Figura 5.16: Identificacio´n de la configuracio´n estable. Se ha fijado Φ = 0,75 y la l´ınea
roja vertical corresponde a un valor particular T = 0,06. La configuracio´n marcada con el
nu´mero 1 es la estable.
Del primer gra´fico en la Fig. 5.16, observamos que los agujeros negros estables,
para los cuales CΦ = T (∂S/∂T )Φ > 0, corresponden a la configuracio´n indicada con
el nu´mero 1. Este agujero negro tiene menor entrop´ıa que la otra configuracio´n a
la misma temperatura, por lo tanto, ya que S = −(∂G/∂T )Φ, este puede ser iden-
tificado en el segundo gra´fico como aquel con menor pendiente (indicado el nu´mero
1, tambie´n). Otra manera de entender esto es investigando la segunda derivada del
potencial termodina´mico. Puesto que(
∂S
∂T
)
Φ
= −
(
∂2G
∂T 2
)
Φ
(5.86)
los agujeros negros estables, para los cuales (∂S/∂T )Φ > 0, deber´ıan aparecer en
el primer gra´fico como (∂2G/∂T 2)Φ < 0, los que corresponden a la configuracio´n 1,
porque tiene concavidad negativa. Con esto, la identificacio´n esta´ completa.
Ahora pondremos nuestra atencio´n en la solucio´n Schwarzschild-AdS, donde tam-
bie´n existen dos agujeros negros a la misma temperatura, tal que podemos comparar
con nuestros resultados. En la Fig. 5.17, mostramos el potencial termodina´mico co-
rrespondiente al ensamble cano´nico F = M − TS vs T y la entrop´ıa S vs T .
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Figura 5.17: Identificacio´n de la configuracio´n estable (nu´ermo 1) para el agujero negro
de Schwarzschild-AdS.
Para identificar los agujeros negros estables, no´tese que, en el gra´fico de S como
funcio´n de la temperatura, la pendiente positiva corresponde a la configuracio´n 1 a
temperatura fija. De la ecuacio´n (5.86), esta deber´ıa ser la u´nica que tiene concavidad
negativa para el potencial termodina´mico. Por lo tanto, en el segundo gra´fico en la
Fig. 5.17, corresponde a aquella con un vapor menor del potencial termodina´mico,
indicado como la configuracio´n 1, tambie´n. A primera vita, podr´ıa parecer extran˜o
que en AdS los agujeros negros grandes sean lo estables, mientras que en el espacio
asinto´ticamente plano los estables sean los ma´s pequen˜os9 (comparando los agujeros
negros a la misma temperatura). Sin embargo, hay una interpretacio´n simple para
este resultado. Es actualmente bien sabido [115] que los espaciotiempos AdS actua´n
como una caja y, entonces, cuando el horizonte del agujero negro es comparable
con el radio de AdS, L, ellos pueden estar en equilibrio te´rmico estable. Para los
agujeros negros con pelo en espaciotiempo asinto´ticamente planos, la auto-interaccio´n
del campo escalar juega un papel de ‘cavidad’. Cuando el radio del horizonte es
grande, el potencial del campo escalar toma valores menores (se anula en el borde) y
entonces los agujeros negros grandes no son estables, mientras que para los pequen˜os,
la auto-interaccio´n se vuelve relevante, actuando como una cavidad que permite
9Puesto que en la solucio´n con pelo asinto´ticamente plana no contiene un para´metro de longitud,
como AdS, agujeros negros pequen˜os deben entenderse como S  Q2, para α fijo.
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configuraciones en equilibrio te´rmico estable.
Considere la ecuacio´n de estado, mostrada una vez ma´s en la Fig. 5.18 y la con-
dicio´n de estabilidad ele´ctrica en el ensamble cano´nico, T > 0. Ahora, distinguimos
las regiones relevantes, como se detalla abajo.
Figura 5.18: Regio´n I: Esta es la regio´n donde se encuentran los agujeros negros estables.
Corresponden al intervalo Φ(T = 0) < Φ < Φ(T = 0). En el gra´fico, la l´ınea con guiones
corresponde a T = 0, y la l´ınea punteada corresponde a T → ∞. Regio´n II: En esta
regio´n los agujeros negros son ele´ctricamente inestables, aunque CQ > 0. Regio´n III: Los
agujeros negros son ele´ctricamente estables, sin embargo, te´rmicamente inestables CQ < 0.
Se ha fijado α = 10.
El resultado nuevo, comparado con el agujero negro de RN, es la existencia de
la regio´n I, donde T > 0. Para ser ma´s espec´ıfico, comparemos el agujero negro
con pelo en la rama positiva con el equivalente en la rama negativa y con el agujero
negro de RN (asinto´ticamente plano, tambie´n). La regio´n II en todos estos casos es
caracter´ızada por T < 0 y CQ > 0. Sin embargo, solamente para la rama positiva,
la ecuacio´n de estado desarrolla la nueva regio´n I, donde la permitividad ele´ctrica
cambia su signo, mientras que CQ preserva la positividad. Es el cambio en el signo de
T lo que da lugar a agujeros negros termodina´micamente estables. Sin embargo, en
la perspectiva del ensamble gran cano´nico, donde Φ es fijo, la estabilidad se abre paso
gracias a que CΦ cambia su signo a positivo, en la regio´n donde S era ya positiva.
De´jenos considerar el mismo resultado desde una perspectiva diferente. Debido a
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que la primera ley en el ensamble gran cano´nico puede ser escrita como
dG = −SdT −QdΦ (5.87)
podemos fijar T , para obtener dG = −QdΦ. Ahora, integrando, uno obtiene
∆G = −
∫
QdΦ = −
∫ Φ=Φm
Φ= 1√
2
QdΦ−
∫ Φ=0
Φ=Φm
QdΦ (5.88)
donde Φm es el ma´ximo valor que Φ asume para una temperatura T 6= 0 fija. Por
lo tanto, la Fig. 5.18 provee informacio´n, salvo un factor constante, del potencial
termodina´mico como funcio´n de Φ y la comparacio´n es hecha en la Fig. 5.19.
Figura 5.19: Izquierda: Gra´fico Q vs Φ. Derecha: G vs Φ, para la isoterma T = 0,012. Los
puntos rojos indican T = 0 (el punto a la derecha) y T →∞ (el punto ubicado arriba).
Como se menciono´ antes, la estabilidad ele´ctrica esta´ dada por una concavidad
negativa en el potencial termodina´mico (como una funcio´n de Φ) que puede ser
visualizada en la Fig. 5.19. Los puntos rojos, en aquella figura, indican T = 0 y
T →∞. Entre Φ = 0 y el primer punto rojo (arriba, en la figura), la concavidad G
es negativa (esto es, T > 0). Entre ambos puntos rojos, T < 0 y la concavidad es
positiva. Finalmente, entre el segundo punto rojo (abajo a la derecha, en la imagen)
y el l´ımite Φ = 1/
√
2 (Q → 0), la concvidad se vuelve positiva tambie´n y T > 0.
Por lo tanto, el gra´fico de G vs Φ es consistente con el comportamiento de la solucio´n
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obtenida de la ecuacio´n de estado.
La existencia de agujeros negros con pelo asinto´ticamente planos y termodina´mi-
camente estables abre la posibilidad de investigar no solamente los diagramas de fase
y posibles transiciones de fase, sino tambie´n chequear la estabilidad cla´sica (vea, por
ejemplo, [116–122]) en este nuevo contexto.
Ape´ndice A
El te´rmino de Gibbons-Hawking
En la seccio´n (2.1), vimos que, con respecto a la me´trica, el principio de accio´n
δI = 0 esta´ garantizado siempre que
δ
(
1
2κ
∫
M
d4x
√−ggµνδRµν + IGH
)
= 0 (A.1)
donde
IGH =
1
κ
∫
∂M
d3x
√
|h|K (A.2)
Mostraremos en detalle que (A.2) es correcto para condiciones de borde espec´ıficas
para la me´trica.
Tomando la variacio´n del tensor de Ricci Rµν = ∂αΓ
α
µν−∂νΓααµ+ΓββαΓαµν−ΓβναΓαβµ,
se tiene que
δRµν = ∇α
(
δΓαµν
)−∇ν (δΓααµ) (A.3)
de manera que
√−ggµνδRµν =
√−g∇α
(
gµνδΓαµν
)−√−g∇ν (gµνδΓααµ)
= ∂α
(√−ggµνδΓαµν)− ∂ν (√−ggµνδΓααµ)
= ∂α
(√−gvα)
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donde vα ≡ gµνδΓαµν − gµαδΓννµ y, entonces,
1
2κ
∫
M
d4x
√−ggµνδRµν = 1
2κ
∫
∂M
d3x
√
|h|nαvα (A.4)
donde hµν es la me´trica sobre el borde del espaciotiempo ∂M que es una hiper-
superficie dada por una ecuacio´n del tipo Φ = Φ(xµ), con un vector unitario norma-
lizado
nµ ≡ ∇µΦ|∇αΦ∇αΦ| → n
µnµ =
∇αΦ∇αΦ
|∇αΦ∇αΦ| =  ≡ ±1 (A.5)
La relacio´n de completitud entre gµν y hµν es
gµν =  nµnν + hµν (A.6)
hµν = habeµae
ν
b (a = 1, 2, 3) es la extensio´n de la me´trica 3-dimensional hab sobre ∂M,
por medio de las bases eµa ≡ ∂x
µ
∂ya
, donde ya son las coordenadas sobre ∂M,
ds2∂M = gµνdx
µdxν = gµν (e
µ
ady
a)
(
eνbdy
b
)
= habdy
adyb
Ahora, revisaremos brevemente que´ condiciones de borde para la me´trica son
compatibles con el te´rmino de Gibbons-Hawking (A.2).
Una de aquellas condiciones que debe demandarse es que la me´trica este´ fija en
el borde, esto es, δgµν |∂M = δgµν |∂M = 0. Esto nos permite escribir
δΓαµν
∣∣
∂M =
1
2
gαβ (δgβµ,ν + δgβν,µ − δgµν,β) (A.7)
y entonces vα|∂M = gµν (δgαµ,ν − δgµν,α). Luego, tenemos
nαv
α|∂M = nαgµν (δgαµ,ν − δgµν,α)
= nα (nµnν + hµν) (δgαµ,ν − δgµν,α)
= nαhabeµae
ν
b (δgαµ,ν − δgµν,α)
= nαhabeµaδgαµ,b − nαhµνδgµν,α (A.8)
En este punto, una segunda condicio´n de borde necesita imponerse para la me´trica:
que sus derivadas tangenciales sobre el borde sean ide´nticamente cero. Esto garantiza
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que la me´trica, fija al borde, tome el mismo valor en cada punto de la hipersuperficie
∂M, y se expresa proyectando la derivada parcial de δgµν en las coordenadas ya,
δgµν,γe
γ
c = 0 (A.9)
de manera que
nαv
α|∂M = −nαhµνδgµν,α
Con este resultado, hemos mostrado que
1
2κ
∫
M
d4x
√−ggµνδRµν = − 1
2κ
∫
∂M
d3x
√
|h|hµνnαδgµν,α (A.10)
En el te´rmino de borde de Gibbons-Hawking, K es la traza del tensor de curvatura
extr´ınseca, Kαβ ≡ nα;β. Entonces, K = nα;α =
(
nαnβ + hαβ
)
nα;β = h
αβnα;β, donde
usamos (nαnα);β = 2n
αnα;β = 0. Por lo tanto,
K = hαβ
(
nα,β − Γγαβnγ
)
(A.11)
Ahora, puesto que la variacio´n δK afecta so´lamente a los campos dina´micos, en este
caso, gµν
1 es sencillo ver que, aplicando las condiciones de borde consideradas ya
para la me´trica,
δK = −hαβδΓγαβnγ =
1
2
hαβδgαβ,µn
µ
con lo cual tenemos que la variacio´n del te´rmino de Gibbons-Hawking, suplementada
con las condiciones de borde acordadas para la me´trica es
δIB =
1
2κ
∫
∂M
d3x
√
|h|hµνnαδgµν,α (A.12)
Sumando las variaciones (A.10) y (A.12), vemos que (A.1) se satisface y el principio
de accio´n permanece va´lido.
1Puesto que δgµν = 0 en el borde, esto inmediatamente fija hab.
Ape´ndice B
El me´todo de contrate´rminos y el
formalismo de Brown y York
Presentamos un breve repaso del formalismo cuasilocal y el me´todo de los con-
trate´rminos para espaciotiempos asinto´ticamente planos. Luego, calcularemos las
cantidades termodina´micas para el agujero negro de Reissner-Nordstro¨m. Probare-
mos que la primera ley de la termodina´mica y la relacio´n estad´ıstica-cua´ntica son
satisfechas.
Consideramos soluciones esta´ticas de agujeros negros en 4 dimensiones en espa-
ciotiempos asinto´ticamente planos, y el infinito espacial, que es parte del infinito
alcanzado a lo largo de geodesicas espaciales, es lo u´nico relevante para nuestro
ana´lisis. Brown y York propusieron un tensor de superficie de energ´ıa-momento, de-
nominado el ‘tensor de estre´s cuasilocal’, para el campo gravitacional [32], que es
obtenido variando la accio´n con respecto a la me´trica inducida sobre el borde de la
regio´n cuasilocal. Una expresio´n concreta para el tensor de estre´s cuasilocal cuando
el borde espacial es empujado al infinito fue dado en [40]:
τab =
2√−h
δI
δhab
=
1
κ
[
Kab − habK −Ψ
(
R(3)ab −R(3)hab
)
− habΨ + Ψ;ab
]
(B.1)
donde Ψ =
√
2/R(3). Este fue obtenido variando la accio´n suplementada con el
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contrate´rmino gravitacional [36, 38, 39] en 4 dimensiones:
I = Ibulk + IGH + Ict, Ict = −1
κ
∫
∂M
d3x
√−h
√
2R(3) (B.2)
donde IGH es el te´rmino de borde de Gibbons-Hawking.
Con este me´todo, las dificultades asociadas con la eleccio´n del background de
referencia es evitada.
Una vez que el tensor de estre´s cuasilocal es conocido, las cantidades conservadas
pueden ser obtenidas provisto que la superficie cuasilocal tenga una isometr´ıa gene-
rada por un vector de Killing ξµ. Si el vector de Killing es ξ = ∂/∂t, la energ´ıa total
del sistema gravitacional es [32]
E =
∮
s2∞
d2σ
√
σnaξbτab (B.3)
donde na es el vector unitario normal a la superficie s2∞ en el borde y a t = constant.
ξa = δat es, entonces, el vector de Killing debido a la simetr´ıa de traslacio´n temporal
del tensor me´trico y σ es el determinante de la me´trica sobre s2∞. Desde un punto de
vista f´ısico, la existencia de la isometr´ıa de la hipersuperficie con la me´trica inducida
hab significa que una collecio´n de observadores sobre aquella hipersuperficie, todos
ellos miden el mismo valor para la energ´ıa cuasilocal.
Antes de presentar ejemplos concretos, quisie´ramos enfatizar que el tensor de
estre´s cuasilocal puede ser calculado en la seccio´n Lorentziana. Por otra parte, ya
que necesitamos un rango finito para la coordenada temporal para obtener una accio´n
regularizada, el ca´lculo de la accio´n es siempre hecho en la seccio´n Euclidiana.
La accio´n Euclidiana, IE, esta´ relacionada con el potencial termodina´mica del
ensemble gran cano´nico, que corresponde a Φ = constant, donde Φ es el potencial
conjugado a la carga ele´ctrica Q, por medio de la relacio´n estad´ıstico-cua´ntica
G(T,Φ) = β−1IE = M − TS − ΦQ (B.4)
donde β, como se discutio´ en cap´ıtulos previos, es la periodicidad del tiempo Eucli-
diano. El potencial termodina´mico en el ensemble cano´nico (Q = constant) puede
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ser obtenido mediante una transformacio´n de Legendre de (B.4),
F(T,Q) = G(T,Φ) + ΦQ (B.5)
Geome´tricalmente, el potencial termodina´mico en el ensemble cano´nico se obtiene
al agregar un te´rmino de borde extra en la accio´n, compatible con la condicio´n de
carga ele´ctrica fija,
IA =
2
κ
∫
∂M
d3x
√−hnνF µνAν (B.6)
En tal caso, obtenemos la nueva accio´n I¯ = I + IA tal que
F(T,Q) = β−1I¯E = M − TS , (B.7)
En seguida, obtendremos la accio´n regularizada en la seccio´n Euclidiana, el ten-
sor de estre´s cuasilocal y las cargas conservadas para el agujero negro de Reissner-
Nordstro¨m. La me´trica y el potencial de gauge son
ds2 = −f(r)dt2 + f(r)−1dr2 + r2 (dθ2 + sin2 θdϕ2) (B.8)
A =
(
q
r
− q
r+
)
dt (B.9)
donde f(r) = 1− 2m/r+ q2/r2. La coordenada del horizonte de eventos r+ satisface
la ecuacio´n f(r+) = 0.
Es sencillo probar que la carga ele´ctrica, obtenida mediante la ley de Gauss, es
Q =
1
4pi
∮
s2∞
?F =
1
4pi
∮
s2∞
1
4
√−gµναβF µνdxα ∧ dxβ = q (B.10)
donde  es el s´ımbolo de Levi-Civita (totalmente antisime´trico), con trθϕ = 1.
Las cantidades termodina´micas asociadas con este agujero negro, temperatura,
entrop´ıa y potencial conjugado, son obtenidas como es tradicional
T =
1
4pi
df(r)
dr
∣∣∣∣
r=r+
=
1
4pir+
(
1− q
2
r2+
)
, S =
A
4
= pir2+ (B.11)
Φ = At(r+)− At(∞) = Q
r+
(B.12)
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donde A es el a´rea del horizonte de eventos.
Consideramos una foliacio´n del espaciotiempo compuesta por hypersuperficies
esfe´ricas r = constant. La normal unitaria a estas hypersuperficies, la curvatura
extr´ınseca y su traza son
nµ =
δrµ√
grr
, Kµν = ∇µnν , K = gµνKµν (B.13)
o, concretamente,
Ktt = −1
2
f 1/2f ′, Kθθ =
Kφφ
sin2 θ
= rf 1/2, K =
1
2f 1/2
(
4f
r
+ f ′
)
(B.14)
mientras que las componentes del tensor de Ricci y su trata, para estas foliaciones,
son
R(3)tt = 0, R(3)θθ =
R(3)φφ
sin2 θ
= 1, R(3) = 2
r2
(B.15)
Es ahora sencillo encontrar las componentes del tensor de estre´s cuasilocal (B.1),
τtt =
2f
κr
(
f 1/2 − 1) = 1
κ
(
−2M
r2
+
3M2 +Q2
r3
)
+O(r−4) (B.16)
τθθ = −1
κ
[
r
(
f 1/2 − 1)+ r2f ′
2f 1/2
]
= −1
κ
(
1
2r
+
M
r2
)(
M2 −Q2)+O(r−3) (B.17)
τφφ = sin
2 θ τθθ (B.18)
Ahora calculamos la energ´ıa (B.3), que es una cantidad conservada asociada al
vector de Killing ξ = ∂/∂t. La me´trica de la 2-superficie relevante es r2(dθ+sin2 θdϕ2)
y la normal (tipo-tiempo) a la superficie t = constant es na = δ
t
a/
√−gtt. La u´nica
componente del tensor de estre´s cuasilocal relevante es τtt, entonces
E =
∮
s2∞
d2σ
√
σnaξbτab = 4pi l´ım
r→∞
rf 3/2
4pi
(
1− f 1/2) = M +O (r−1) (B.19)
que, en este caso, coincide con la masa ADM del agujero negro, calculada expandien-
do la componente gtt de la me´trica al infinito espacial. Usando las cantidades termo-
dina´micas (B.11), la masa cuasilocal (B.19), y la ecuacio´n del horizonte, f(r+) = 0,
uno puede verificar la primera ley de la termodina´mica para el agujero negro de
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Reissner-Nordstro¨m,
dM = TdS + Φ dQ (B.20)
Para el ensemble gran cano´nico el potencial conjugado es fijo, Φ = constant, y la
accio´n Euclidiana, calculada on-shell, satisface la relacio´n estad´ıstico-cua´ntica (B.4).
En efecto, usando la relacio´n (2.23), tenemos los siguientes resultados,
IEbulk = −i
[
4pi
2κ
∫ β
0
d
(−itE) ∫ ∞
r+
drr2
(−F 2)] = −8piβ
κ
Q2
2r+
+O(r−1) (B.21)
IEGH = −i
[
2pi
κ
∫ β
0
d
(−iτE) (4rf + r2f ′)] = 8piβ
κ
(
−r + 3
2
M
)
+O(r−1) (B.22)
IEct = −i
[
−8pi
κ
∫ β
0
d
(−iτE)rf 1/2] = 8piβ
κ
(r −M) +O(r−1) (B.23)
Agregando estos resultados, y usando las expresiones para las cantidades termo-
dina´micas, se puede verificar fa´cilmente que
IE = β
(
− Q
2
2r+
+
1
2
M
)
= βG = β (M − TS − ΦQ) (B.24)
Para calcular el potencial termodina´mica en el ensemble cano´nico, necesitamos agre-
gar el te´rmino de borde (B.6) en la seccio´n Euclidiana,
IEA = −i
[
8pi
κ
∫ β
0
d
(−iτE)Q(Q
r
− Q
r+
)]
=
8piβ
κ
Q2
r+
+O(r−1) (B.25)
pero Q2r−1+ = ΦQ, por lo tanto, para el ensemble cano´nico
I¯E = βF = β (M − TS) (B.26)
Ape´ndice C
Derivacio´n del te´rmino de borde
para el campo escalar
Por simplicidad, digamos que la condicio´n de borde para el potencial vectorial es
A = 0 al borde. En tal caso, la variacio´n de la accio´n
I =
1
2κ
∫
M
d4x
√−g [R− eαφF 2 − 2(∂φ)2]+ IGH (C.1)
no se anula. Concretamente, se obtiene
δI = −2
κ
∫
∂M
d3x
√−hnµgµν∂νφδφ (C.2)
Considerando el comportamiento del campo escalar en la regio´n asinto´ticamente
plana,
φ(r) = φ∞ +
Σ
r
+O
(
1
r2
)
(C.3)
junto con el comportamiento asinto´ticamente plano de la me´trica, se puede verificar
que, evaluando on-shell la accio´n en la seccio´n Euclidiana (en el l´ımite r →∞),
δIE = −βΣδφ∞ (C.4)
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Mostraremos a continuacio´n que, para condiciones de borde generales,
Σ(φ∞) =
dW (∞)
dφ∞
(C.5)
el te´rmino de borde
Iφ = −2
κ
∫
∂M
d3x
√−h
[
(φ− φ∞)2
Σ2
W (φ∞)
]
(C.6)
cancela la variacio´n (C.4).
En efecto, tomando la variacio´n
δIφ = −2
κ
∫
∂M
d3x
√−h
[
2(φ− φ∞)(δφ− δφ∞)
Σ2
W +
(φ− φ∞)2
Σ2
δW − 2(φ− φ∞)
2
Σ3
WδΣ
]
= −2
κ
∫
∂M
d3x
√−h
(
1
r2
)
Σδφ∞ +O
(
r−1
)
Evaluando ahora este resultado en la seccio´n Euclidiana (y en el l´ımite r →∞),
obtenemos
δIEφ = βΣδφ∞ (C.7)
Por lo tanto, el te´rmino de borde (C.6) es adecuado para la condicio´n de borde
general para el campo escalar considerada.
Ape´ndice D
Estabilidad termodina´mica de las
teor´ıas sin potencial, α = 0
En esta seccio´n, discutimos brevemente la estabilidad termodina´mica de solucio-
nes esta´ticas de las teor´ıas de Einstein-Maxwell-dilato´n, sin potencial para el campo
escalar, tanto para γ = 1 como para γ =
√
3, con el fin de comparar los resultados
con las soluciones equivalentes con el potencial no cero. Estas teor´ıas pueden verse
como el l´ımite α = 0, en los potencial correspondientes, para las cuales u´nicamente
la rama positiva, en cada caso, contiene configuraciones de agujeros negros.
102
Ape´ndice D. Estabilidad termodina´mica de las teor´ıas sin potencial, α = 0 103
D.1. γ = 1
De la ecuacio´n del horizonte (5.10) con α = 0, x+ puede ser despejado y las
cantidades termodina´micas puede ser escribas de la siguiete manera
M =
1
8piT
, S =
1− 32pi2Q2T 2
16piT 2
, Φ = 4piQT (D.1)
Ellas satisfacen la primera ley dM = TdS + ΦdQ y la tercera ecuacio´n es, de hecho,
la ecuacio´n de estado de donde se sigue fa´cilmente que T ≥ 0. Para el agujero
negro de RN, la permitividad ele´ctrica a temperatura contante contiene dos sectores,
uno donde los agujeros negros son ele´ctricamente inestables. El campo escalar, sin
embargo, cuando no presenta auto-interaccio´n, vuelve a todas las configuraciones
ele´ctricamente estables. Por otra parte, tambie´n se sigue que S ≥ 0.
En seguida, repasamos la estabilidad te´rmica en cada ensemble, analizando las
capacidades calo´ricas correspondientes.
En el gran cano´nico, el potencial termodina´mico y la capacidad calo´rica son
G(T,Φ) = 1− 2Φ
2
16piT 2
, CΦ = −(1− 2Φ
2)
8piT 2
(D.2)
Puesto que CΦ es irremediablemente negativa. No existen configuraciones en equili-
brio estable.
Pasemos brevemente al ensemble cano´nico. En este caso, el potencial termo-
dina´mico y la capacidad calo´rica toman la forma
F(T,Q) = 1 + 32pi
2Q2T 2
16piT 2
, CQ = − 1
8piT 2
(D.3)
Por lo tanto, aunque el campo escalar trae modificaciones en el comportamien-
to termodina´mico de los agujeros negros, favoreciendo la estabilidad ele´ctrica pero
arruinando cualquier posibilidad de equilibrio te´rmico, las configuraciones no gozan
de una completa estabilidad termodina´mica.
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D.2. γ =
√
3
En esta teor´ıa, es tambie´n sencillo escribir de una manera simple las cantidades
termodina´micas, eliminando x+ de la ecuacio´n del horizonte (5.19),
S =
2pi
√
2
(
M2 +M
√
M2 + 2Q2 −Q2
)3/2
M +
√
M2 + 2Q2
(D.4)
T =
√
2
8pi
√
M2 +M
√
M2 + 2Q2 −Q2
(D.5)
Φ =
Q
M +
√
M2 + 2Q2
(D.6)
las que satisfacen la primera ley. En ete caso, el potencial conjugado tambie´n esta´
restringido al intervalo 0 < Φ < 1/
√
2. Esto se puede ver resolviendo Q de la (D.6),
Q =
2MΦ
1− 2Φ2 (D.7)
o, en otras palabras, cuando M se aproxima a cero, entonces Φ→ 1/√2. La ecuacio´n
de estado se puede obtener anal´ıticamente,
Φ =
4piTQ√
1 + 64pi2Q2T 2
(D.8)
de donde se sigue que la permitividad ele´ctrica a temperatura fija, T =
Q
Φ(1−4Φ2) es
positiva. Poniendo M de la ecuacio´n (D.7) en la expresio´n para la entrop´ıa, podemos
obtener la permitividad ele´ctrica a entrop´ıa fija, S =
(1+2Φ2)Q
1−4Φ2 , que tambie´n es
positiva.
Ahora, revisemos las capacidades calo´ricas. En el ensemble gran cano´nico, el
potencial termodina´mico y la capacidad calo´rica son
G(T,Φ) =
√
1− 4Φ2
16piT
, CΦ = −
√
1− 4Φ2
8piT 2
(D.9)
indicando que no exiten configuraciones estables.
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En el ensemble cano´nico, el potencial termodina´mico y la capacidad calo´rica es
F(T,Q) =
√
1 + 64pi2Q2T 2
16piT
, CQ = − 1 + 96pi
2Q2T 2
8piT 2 (1 + 64pi2Q2T 2)3/2
(D.10)
y por lo tanto, obtenemos, de nuevo, que no existen configuraciones termodina´mica-
mente estables.
Para los casos estudiados, podemos concluir que la existencia de configuracio-
nes de equilibrios estables, como los presentados en el cap´ıtulo 5, esta´ relacionada
con la auto-interaccio´n no trivial del campo escalar, cuando α 6= 0. Incluso aunque
el acoplamiento entre el campo escalar y el campo de Maxwell mejora la estabi-
lidad ele´ctrica de los agujeros negros, las capacidades calo´ricas asumen, en todos
los casos vistos, valores negativos, hacie´ndolos inestables desde un punto de vista
termodina´mico.
Ape´ndice E
Estabilidad termodina´mica de las
teor´ıas con potencial, γ =
√
3
En este ape´ndice, por completitud, presentamos el ana´lisis de la estabildiad local
para la solucio´n γ =
√
3 presentada en la seccio´n (5.1). Ya que el procedimiento es
completamente equivalente al presentado en la seccio´n (5.3), aqu´ı deberemos escribir
las expresiones relevantes y presentar los resultados importantes.
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E.1. Ensemble gran cano´nico en la rama negativa
El potencial dilato´nico para el cual se ha escrito la solucio´n para γ =
√
3 es
dado en (5.15). La ecuacio´n de estado puede ser estudiada parame´tricamente usando
la dependencia de la coordenada del horizonte y la temperatura Q = Q(x+, T ) y
Φ = Φ(x+, T ). Es u´til tambie´ tener las expresiones Q = Q(x+, S) y Φ = Φ(x+, S).
En la Fig. E.1, se han representado gra´ficamente.
Figura E.1: Izquierda: Ecuacio´n de estado, γ =
√
3 y α = 10, en la rama negativa.
Derecha: Curvas a entrop´ıa fija.
Ahora, usamos q = 2x2+Φ/(1 − x2+) de la ecuacio´n (5.39) en la ecuacio´n del
horizonte f(x+) = 0 para obtener la ra´ız positiva η = η(x+,Φ). Una vez hecho,
podemos escribir todas las cantidades termodina´micas como funciones de x+ y Φ. El
potencial termodina´mico es
G(x+,Φ) = − 2α
3η3
+
2Φ2x4+
η (x2+ − 1)2
+
1 + x2+
2η(1− x2+)
(E.1)
y la capacidad calo´rica CΦ, junto con las otras funciones respuestas, ha sido graficada
en la Fig. E.2, donde se ha usado la misma notacio´n que las dadas en las ecuaciones
(5.78) y (5.79).
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Figura E.2: Funciones respuesta en te´rminos de las segundas derivadas de G, para
la rama negativa en el gran cano´nico, γ =
√
3 y α = 10. La l´ınea negra punteada
representa T , la curva en rojo representa 10−5C1; la curva verde 10−2C2 y la azul
10−6C3.
Puesto que no existe una regio´n en el espacio de para´metros donde ambas, S y
CΦ, sean positivas a la vez, no existen agujeros negros termodina´micamente estable
en la rama negativa. Las funciones respuesta tienen el mismo comportamiento es-
quema´tico que para el agujero negro de RN, es decir, tienen signos opuestos para
cada configuracio´n.
Ape´ndice E. Estabilidad termodina´mica de las teor´ıas con potencial, γ =
√
3 109
E.2. Ensemble gran cano´nico en la rama positiva
La ecuacio´n de estado y tambie´n Φ vs Q a entrop´ıa constante esta´n representadas
gra´ficamente en la Fig. E.3. Las funciones respuesta relevantes esta´n graficadas en
la Fig. E.4.
Figura E.3: Izquierda: Ecuacio´n de estado en la rama positiva γ =
√
3 y α = 10.
Derecha:: Φ vs Q a entrop´ıa fija.
Figura E.4: Funciones respuesta en te´rminos de las derivadas de G, para la rama
positiva en el gran cano´nico. γ =
√
3 y α = 10.
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Un aspecto interesante de esta teor´ıa, en la rama positiva, es que las isotermas
comienzan y terminan en Q = 0, Φ = 0 y Q = 1/
√
α y Φ = 1/
√
2, respectivamente
(esto puede ser probado en una manera similar como en el caso γ = 1).
En esta rama, entonces, y tal como en la teor´ıa γ = 1 estudiada antes, existen
configuraciones cuyas funciones respuesta son ambas positivas, dentro del intervalo
Φ > 1√
2
. Estos agujeros negros estables tienen un potencial termodina´mico negativo,
como puede ser visto en la Fig. E.5, siguiendo un mismo comportamiento esquema´tico
como en la teor´ıa γ = 1.
Figura E.5: Energ´ıa libre G vs T , para γ = √3 y α = 10, en la rama positiva.
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E.3. Ensemble cano´nico en la rama negativa
De la Fig. E.6, podemos observar que CQ y T no son simulta´neamente positivos en
ninguna regio´n f´ısica. Incluso, el agujero negro extremo es ele´ctricamente inestable en
esta rama, como vimos antes (vea Fig. E.1) y, por lo tanto, entre T = 0 y Tmax, para
una carga ele´ctrica dada, las funciones respuestas tienen signos opuestos. Concluimos
que en la rama negativa no existen agujeros negros estables.
Figura E.6: Segundas derivadas para la rama negativa en el ensemble cano´nico,
γ =
√
3 y α = 10. F1 := (∂
2F/∂Q2)T y F2 := (∂2F/∂T 2)Q.
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E.4. Ensemble cano´nico en la rama positiva
Finalmente, mostramos que existen tambie´n agujeros negros estables en la rama
positiva para el ensemble cano´nico. El potencial termodina´mico es
F(x+, Q) = 2α
3η3
− ηQ
2
2x2+
+
x2+ + 1
2η (x2+ − 1)
(E.2)
donde η = η(x+, Q) es obtenido de la ecuacio´n del horizonte. Las funciones respuestas
esta´n graficadas en la Fig. E.7, y en la Fig. E.8 se puede verificar que solamente los
agujeros negros con Q > 1/
√
α pueden ser termodina´micamente estables.
Figura E.7: Segundas derivadas para la rama positiva en el ensemble cano´nico, pa-
ra γ =
√
3 y α = 10. La l´ınea negra punteada representa la temperatura, y las
convenciones son F1 := (∂
2F/∂Q2)T y F2 := (∂2F/∂T 2)Q, como antes.
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Figura E.8: Potencial termodina´mico F vs T , para γ = √3. El sector con concavidad
negativa (CQ > 0) existe para Q > 1/
√
α. Como muestra la figura, fijando α = 10,
los agujeros negros estables aparecen para Q & 0,316.
La principal conclusio´n es que, incluso para la teor´ıa γ =
√
3, la auto-interaccio´n
del campo escalar estabiliza, desde un punto de vista termodina´mico, los agujeros
negros con campo escalar.
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